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PRÉFACE 


du  Canada,  eu 
BOIS,  au  bureau 


Cet  ouvrage  expose  les  connaissances  géométriques  exigées 
pour  le  brevet  complet  d'instruction  primaire,  pour  le  baccalau- 
réat es  sciences,  et  pour  le  diplôme  de  fm  d'études. 

Quatre  livres  sont  consacrés  à  la  Géométrie  plane;  trois  à  la 
Géométrie  dans  l'espace,  et  un  buitième  aux  courbes  usuelles. 
Le  livre  III  a  été  réservé  à  l'étude  des  figures  semblables,  et  le 
livre  IV  à  l'étude  des  surlaces.  Les  polygones  réguliers  ont  leurs 
questions  fondamentales  à  la  fin  du  second  livre  et  sont  complétés 
au  livre  III. 

Chaque  livre  est  terminé  par  un  nombre  suffisant  d'exercices 
choisis,  comprenant  des  théorèmes  à  démontrer,  des  lieux  géo 
métriques  à  trouver,  et  des  problèmes  à  résoudre.  Ce  choix  a  été 
fait  de  manière  à  satisfaire  les  lecteurs  qui  désirent  de  nom- 
breuses applications. 

Quelques  questions  qui  ne  sont  relatives  qu'à  l'enseignement 
secondaire  spécial,  sont  traitées  dans  un  appendice,  ou  nous 
parlons  également  des  sections  coni(iues ,  du  théorème  de  Guldin , 
du  tronc  cylindrique  à  base  quelconque,  et  des  formules  de 
Simpson  et  de  Poncelet.  Bien  que  ces  questions  soient  en  dehors 
des  programmes  officiels,  elles  n'en  coi^stituent  pas  moins  une 
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PRÉFACE 


des  parties  les  plus  utiles  et  les  plus  réclamées  par  les  exigences 

de  la  pratique. 

La  question  des  volumes  des  hyper boloïd es  avait  été  regardée 
jusqu'à  présent  comme  ne  pouvant  être  traitée  d'une  manière 
élémentaire  :  dans  l'appendice,  nous  donnons  deux  méthodes 
pour  l'évaluation  des  surfaces  et  des  volumes.  La  première  est 
•tout  à  fait  générale,  et  quelques  auteurs  l'ont  déjà  appliquée  au 
volume  de  la  pyramide  et  à  l'aire  du  segment  parabolique  ;  sans 
exiger  d'autre  connaissance  préalable  que  celle  des  volumes  du 
prisme  et  du  cylindre,  elle  permet  de  calculer  les  volumes  do 
tous  les  corps  que  l'on  considère  en  Géométrie  élémentaire,  ainsi 
que  les  volumes  des  ellipsoïdes,  hyperboloïdes  et  paraboloïdes. 
La  seconde  méthode  est  moins  générale  que  la  première,  dont 
elle  peut  être  regardée  comme  une  modification,  mais  lorsqu'on 
connaît  le  volume  du  cône,  elle  permet  d'éviter  la  sommation  des 
carrés,  et  elle  s'applique  d'ailleurs  d'une  manière  très-simple 
aux  ellipsoïdes  et  aux  hyperboloïdes 
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§  I.  —  Définitions  préliminaires. 

1.  Un  axiome  est  une  vérité  évidente  par  elle-même. 
ExiiMi'i.KS.  Deux  grandeurs  égales  ehaeune  à  une  troisième  sont  égales 

entre  elles.  —  Si  l'on  fait  une  même  opération  sur  deux  quantités 
égales,  les  résultats  sont,  égaux, 

2.  Un  théorème  est  l'énoncé  d'une  vérité  qui  a  besoin  d'une  démons- 
tration. —  ExEMi'LK.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à 
deux  angles  droits. 

On  nomme  postulalum  ou  demande  l'énoncé  d'un  théorème  admis 
sans  démonstration. 

Un  len\me  est  un  théorème  préparatoire  à  la  démonstration  d'un 
autre  théorème,  ou  à  la  résolution  d'un  problème. 

3.  Un  problème  est  une  question  à  résoudre. 

La  solution  d'un  problème  est  l'in'''.  ■?tion  de  la  méthode  à  suivre 
pour  arriver  à  la  réponse. 

4.  On  appelle  proposition  tout  énoncé  d'un  axiome,  d'un  théorème 
ou  d'un  problème. 

îi.  Une  hypothèse  est  une  supposition;  un  corollaire  e&t  une  consé- 
quence, et  un  scolic  une  remarque. 

§  II.  —  De  l'étendue. 

C.  La  Géométrie  est  la  science  de  l'étendue. 

Vétendue  d'un  corps  est  la  portion  de  l'espace  occupée  par  ce  corp?. 

Dans  l'étendue  d'un  corps  on  considère  ordinairement  trois  dimen- 
sions ou  trois  sens  difTérents,  savoir  :  la  longueur,  la  largeur  et  la 
hauteur,  nommée  aussi  quelquefois  épaisseur  ou  profondeur. 
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§  III.  —  De.  ligne,  et  de.  .urfnce». 
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§  IV.  —  De.  figures  géométriques. 
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INTUODIICTION  » 

h'qitirali'iilfx  quand  elles  ont  même  ^'ranllour  wans  avoir  môme  l'orme, 
Senihldblrs  quand  elles  ont  nitîme  l'orme  sans  avoir  môme  j^randeur. 

Iti.  Axiome.  Dnix  /ifinrrs  l'dittrfi  lU-Hi'cnt  cni'iicidrr  jnir  supcriinsi- 
liiiH  ,  c'est-à-dire  (|ii'(ni  peu!  les  einicevoir  cuinnie  i)crii|iantexai'temenl 
la  même  plaee; 

i(i''ci|)r()((uemeiit ,  detix  (iriitrc^  (jui  jintrciit  coincidfr  sont  rijdlrs, 

M.  Une  liguri;  jilruic  est  une  ti(,Mire  que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan. 

I,a  (iriiiiirlvle  i>laiif  est  la  partie  de  la  (léonK'liie  (|iii  l'tndii!  les 
ligures  planes;  et  la  Gi'omrtrir  d(i)i>i  l'fsjiacc ,  la  partie  qui  éluilii;  li.'s 
ligures  dont  les  éléments  ne  sont  pas  dans  un  môme  plan, 

1K.  On  apjielle  llriiir  ri»iri;ri:  une'  ligne  plane  qui  ne  peut  être  enufiée 
en  plus  dt-  diMix  points  par  une  dmiU!. 

On  appelle  aurfuii-  funviwe  une  surface  qui  ne  peut  être  traversée 
eu  plus  de  deux  puiiils  par  une  droite. 
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LIVRE    f 

GÉNÉRALITÉS    SUR    l.v    DROrTR 


f:T   r.RS   ANGLES 


§   f-   -    DES   ANGLES 
Définitîong. 

H.    nM  ''"•^  ''•'^'"^^  ^ont  1^'s  co/t-s  de  l'an- 

gle, et  leur  intersection  en  est  le  sommc-t 

Bl?ouTon'^'t^^^^^^C^--nWio 

La  grandeur  d'un  angle  dépend  unif,uomenl 

do    ouverture  comprise  entre  les  côtés   et^'o, 

de  leur  longueur.  i^uiesjctnon 

2U.  On  appelle  ang/cs  adjacents  deux  angles  nui  nm  m^ 

et  qu.  sont  situés  de  part  et  d'autre  d'un  cTé  c?nZn        ""'  '"'""^^■'' 

On  peut  auss,  considérer  une  série  d'angles  adjacents  deux  à  deux. 


angles  adjacents  sont  inégaux  "('«''/mc,  lorsque  les 

à  Sufrr"'  "'^^'^  *-7 -tout -angle  dont  un  côté  est  perpendiculaire 

Proposition  I.  -  Théorème. 

fcoit  le  poml  A  pris  sur  la  Jroil»  CD  ' 


é 


.;:i 


^r*.:-' 


NGLES 


'"'es  qui  so  rcn- 
s  cdiés  do  l'aii- 
3  sommet. 
ornent  l'angle 

'd  uniquement 
5  cèles,  et  non 

nème  sommet, 

'<  deux  à  deux. 


ïu'ello  forme 
',  lursque  les 

pendiculaire 


le  pcrpendl- 


'  point  A. 
nslammcnt, 
lus  petit;  et 
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comme  celle  variation  se  fait  par  degrés  insensibles,  il  y  aura  une 
certaine  position  AB'  pour  laquelle  les  angles  m  et  n  seront  ('gaux; 
alors  AB'  sera  perpendiculaire  sur  CD. 

2°  D'autre  part,  si  AB'  s'écarte  de  celle  po- 
sition, les  deux  angles  cessent  d'être  égaux, 
et  la  droite  est  oblique. 

Donc  par  un  point  pris  sur  une  droite,  on 
peut  mener  une  perpendiculaire àcette droite, 
et  on  n'en  peut  mener  (ju'une. 

Proposition  II.  —  Théorème. 

23.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 
Soient  les  angles  droits 


m,  n,  m'  et  n'. 

Traasporlons  la  première 
figure  sur  la  seconde,  de 
manière  que  CD  s'applique 
sur  GH,  et  que  le  point  A 
tombe  en  E. 


m. 


B 


H 


AB  prend  la  direction  EF,  car,  par  le  point  E,  il  ne  peut  y  avoir 
qu'une  perpendiculaire  à  GH  (n"  22)  ;  donc  les  deux  figures  coïncident, 
'l  les  angles  sont  égaux. 

Donc  tous  les  angles  droits  so7it  égaux. 

Définitions. 

24.  On  appelle  Msscctrice  d'iin  angle  la  droite  qui  divise  cet  angle 
en  deux  parties  égales. 

2").  On  appelle  angle  aigu  tout  angle  plus  petit  que  l'angle  droit, 
et  angle  obtus  tout  angle  plus  grand  que  l'angle  droit. 

L'angle  A' un  degré  est  la  9l>  partie  de  l'angle  droit.  Le  degré  se  di- 
vise en  GO  minutes,  et  la  minute  en  GO  secondes.  Un  angle  de  23  de- 
grés 27  minutes  2a  secondes  s'écrit    23"  27'  25". 

2(').  Deux  angles  sont  eomplémentaires  quand  leur  somme  égale  un 
angle  droit;  et  ils  sont  supplémentaires  quand  leur  somme  égale  deux 
droits. 

On  appelle  complément  d'un  angle  ce  qui  lui  manque  pour  égaler 
un  angle  droit,  et  supplément  ce  qui  lui  manque  pour  égaler  deux 
droits. 

27.  Axiome.  Deux  angles  égaux  ont  des  compléments  égaux  et  des 
suppléments  égaux: 

Réciproquement ,  deux  angles  qui  ont  des  compléments  égaux  ou  des 
xuppléments  égaïuj  sont  égaux. 

28.  On  appelle  angles  opposés  par  le  sommet ,  deux  angles  tels  que 
les  côtés  de  l'un  sont  les  prolongements  des  côtés  de  l'autre. 

Proposition  IIE.  —  Théorème. 

29.  Deux  angles  adjacents  dont  les  cotés  extérieurs  forment  une 
même  ligne  droite  sont  supplémentaires. 


■     '■<•..;,■,,•;-;    ■  .  '  ■  I 


1    -V 


i  '  -  vt'^'-.    ■■■■-  .-.^  -M 


m 


lil.lÎMIÎNTS   l)K   CKOMliTIlll. 


N'ioninAC,  OU  M,  et  BAI) 


"Il  ".deux  ,in«l 


i;.s  iui 


oxleneurs  AC  clAI)  soiil 


/' 


on  Mièno  AE 


■•/ 


lieux  ati"- 


el  I 


un  a 


jocenls  dont  los  côl 
L'n  ligne  dmile. 
|||'r|)endioulaire  à  CD,  ], 

"211 


es 


losEAC  elEADsoiii  droil 


A 


I) 


Diuie  (Il 


I) 


'/.'•  (n/_7/c,s'  adj.iroits  du 


'III  en  addilionnanl 


Il  le 


m~i  droit - 

"  — 1  droit - 

■n    -2  di'dils. 


'•••  Corolln 


1„  y, 


o'O'  ohirtnr  II'  siipplénietil  d\ 
f/il  lie  i>vid(i}i(j(',-  l'un  ,/, 


.v/( 


xdiniiirt. 


Il  iiiKjlc  donne ,  // 
CN  (•(i/cs  ,(,,  ,l^ii)  ,1,1 


2"  / 


'  souuiic  df 


pi'ut  lot'))icr  d'un 


".'7/f,s'  (tdjivnus  (],((•  /', 


'/((/c  à  deux  aiiplcs  d, 


me  eùté  d'une  droite. 


^^^ K'i's  droits  lîA(^  et  J5AI) 


rods;  car  les  deux 


esl 
aii- 


jieul    former  mil 


oiir  d'un 


es  a(l|aceuls  ;/) 


'•oin|iren lient  ii's  ai 
et  i'oci]U'0(|ueinent. 


><  somme  de  tous  les  angles  mœ  l 

•  iii(>       .1  >.  I  1  11  / t  ' 


on 


/■■"..'    'uiiuiir  ,1  uii    même   point    sur   un   dIuu    ,:i     :     i 
'  '-./-  cirons:  earsi  l'on  pnd.i.i  AO,  on  aura  £'a;;^e:'£u: 


es^,,:l-Z!:''''T'\'^!-'''''  '•■''  V">-P^'ndieulaire  à  une  sceonde.  e.lL.r. 


sceondc,  celle-ci 


<'st  aussi  per/jendieuluire  à  la  première. 

Proposition  IV.  —  Théorème. 


S^M|fcv\'  '  ^^""^  ""  ^"-''^  supplément   de 


BAC 


:>    ' 


'i/,'"!!  ilroilc. 
l'Ii'iri'  à  CI),  les 
l  ili'oiis  (il"  21  j, 

"«=1  (Iroil, -f./ 
»i  — 1  droit—/ 
n~-J.  (Iniils... 

iiiglc  doinir ,  il 

"Vc'.V  (IK  delà  ,/ii 

jarcnls  cjnr  i,,,, 
l'une  (Irai le.  csl 
"'  li-'s  doux  ;iii- 
'it'ii lient  les  ;ui- 

l"'Oi|llUlllOIlt. 

"(?''>•  </ue  l'on 
"  CN/  c;)ale  à 
:  aiigifs  droils 
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II" .'!()),  ol  par  suiln  (''fi;iil  .■"i  lîAD.  Ainsi  la  ilioilo  AI)  se  ('(iiirinid  avi'c  [r 
lirojdii.ni'ini'nt  de  CA. 

Ddlic.  s(  lieux  (Ulijli'n  iiiljiieeiilft... 

;î2.  Corollaire.  Si  iiliisieiirs  iiiiiflen  arljneeiih  ,  ,ii  ,  ii  ,  r,   eiileiil  en 
aentlile  lU'u.r  iinglen  ilmlls,  leurs  ci'ilés  c.elérii'iirs  A('.  el  Ail  smil  en 
liij)ui  druUc. 

Proposition  V.   —  Théorème. 

I!!î.   Den.e  inifjles  iijijinsès  piri'  le  soinniel  saut  égiin.e, 

.-înionl  m  ot  n  dcii.\  iiiitrlos  (i|i|iiisi;s  |iai' 
le  soiiiinid.  '  "^''-^_  ^^^^ 

AI)  (Haut  iiiio  liifiic  droiti',  Tanifli'  m.  a  «T^-^^^/T 

pour   Bii|i|)liiiin;nt   .s   (  ii"  'l^i)  ;   (d)  l'taiit  --'^'  ''      """^^.^ 

aussi  une  li^'m;  droite,  raiii,di;  ii  a  pour       ^^^  ■^ 

>upidi!iiient  .S';  donc,  lus  d(;ux  angles  /;«. 
l't  n  sont  égaux  (n"  27). 

|)(;  inenie  les  angles  opposés  s  el  l  sont  égaux  ,  coinnu!  ayaid  eliaeuii 
pour  suppléinonl  Fanglo  n. 

Donc  deux  angles  ojiiiosés... 
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'■'  '-:•{<  u'>  ■<■■ 
<•■.•>■  ,'.-'.'  ■,■1 


!*}! 


AB,  cl  dcu.\ 

■^ous. 

m  des  quatre 

onde,  ccllc-ct 


siipplcincn- 


ires. 

it   de  DAC 


Proposition  VI.  —  Lemme. 

O-i.   Une  ligne  puli/gonale  eonvc.re  est  jilns  petite  ipie  tnnle  tiip 
eneeliippnnlc  terminée  <iu.n  mêmes  cxlrciuitcs. 

Soit  ABC!)  uni'  ligne  convexe  eii- 
veloppi'e  par  AEKGD.  Pi'olongeons 
AB  cl  BC;  on  a  (n"  11,2"): 

AB4-BF<AE+1^F 

BC4-C(1<BF-+-I'G 

CD<CG-(-.GI) 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces 
trois  inégalil(''s,  il  vient  : 

AB  4-  13F  +  BC  H-  CG  +  Cl)  <  AI-:  +  El'  ~t^  BF  ~h  Fi  i  M  ',(  1  i  -  G|). 

D'où,  en  rctrancbant  d(;  pari  et  d'autre  Bl'"  el  CC  : 

AB-t-13G  +  Gl)<AE4-EF-+-FG  +  Gl). 

Donc  une  ligne  polgijonide  conve.re  l'sl  1)1118  pclile... 

Proposition   VII.  —  Théorème. 

rîo.  ChcUjUC  l'ûlè  d'un  irian(jlc  est  plus  pciil  i/iie  lu  siinnnr  des  deux 
autres  el  plus  grand  ifue  leur  di/férenee, 

Soit  A13C  un  triangle  ((uelconque,  el  soit  CB  ou  a  le  pluH  grnnd 
côté. 


m 


m 


'mm 

^  .-\l■y%^!>f^\'  'M 


h'U 


S 


-et' 


8 


i? 


I"  I.a  lijr, 
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An 


on  aiir.i 
l'une 


il  (!<' 
chitij 


(»;".2..;;ona.lo„ca<A  +  , 

,,,,.:'' ""7" '^''''''^^''''-^t^'V'clenle  pour 
Hiacun.Ios  doux  autres  cùlcs. 
-"  I/.nôgali(ô  préccclenle    roviont  à 

'l'i'i,  en  relranclianl  // 

""^1'"',  en  rolrancliaiil  r  c^n~h 

" ■'■    ••  •  "■  f>>'l-~c. 


Proposition  VIH.  —  Thé 


orème. 


2"  AR   .-.|,,n(, 
"ljlii|ue;  car  «i 


Soi!  ^  ||.  point  donné. 

Menons   une  droite   quelconque  AD; 

^n  IM,  et  menons  la  droite  AA' 
1"  Si  l'on  fait  tourner  la  partie  supé- 

neure  de  la  ligure  autour  de  HClan' le 
'«  comcdera  avec   son   éi^al  m'     et"  a 

le  point  L  est  fixe,  la  droite  EA  coïnci- 

ckTa  avec  EA^  étrangle»  avec  n'.  Ain  i 
ces  deux  angles  sont  égaux;  UG  est  donc 
perpendiculaire  sur  AA'  In"  21)    et  nar 
, „  ,    ,.     ,  ^r^'l-^  AA'  l'est  sur  BC  (n»  30   .^'l      ^ 

f  •••'il  .Imit.  .in«i  que  on  '  ,t  l''''^^"''"^"''^"'^^  "  "G,  l'angle  m 
'•■■O'is,  et  les  côtés' exiéWeurs  I  A  0  ^"7"  "^■^'"' '^^'^'^'"'^i '''«">^ 
(»"3l);i|y,u,nMtd0Mcd  u^^^^^^^^^^  '^^  'ig"o  droite 

impossible  (n-  1 1  ).  "'^°"^'  dilFerenles  de  A  en  A',  ce  qui  est 

^^'''''' ^'">n'<>h,t  pris  hors  d-nnc  droilc... 

Proposition  IX.  -  Théorème. 

(i^entes  oi:,i:;;;:i'^:;;;i:;;.^« --  ^^is'rï'^'iV^'.^^'^'  ^'^^  d'^- 

i^A  égale  à  JU,  et  menons  (;;^;/';,f^^^'P^^""'^"iaTe  AD  d'une  longueur 
'  ""^'^^  ""^  ""•^''•^  "-••^  -  «'  -'.  si  i'on  fait  tourner  au.our 


«^^■■«-J 
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Itrisôo  CA-(-An 
<  ôvidonlc  pour 

i  CÙlcis. 

enlo    ri'viiMit  à 


•r  une  pcrpcn- 


elconriue  AD; 
î;  portons  J)A 
lo  AA'. 

^  pnrlie  supé- 
le  liG,  lane-le 
?■^l  "*',   et  Ja 
A';  ot  comnio 
le  EA  coïiici- 
3vec  n'.  Ainsi 
;  BG  est  donc 
"21),  et  par 
30,  K"). 
ite  AD   sera 
^)  l'angle  m 
raierait  deux 
ligne  droite 
^')  ce  (jui  est 


a  droite  une 
'  pied  de  In 

\  Ai:,dif- 

e  longueur 
lor  autour 


I 
t 

t 

\  • 


\.; 


ilo  DE  la  partie  su|)(;rieure  de  la  ligure,  la  droite  BA  coïncidera  avec 
BA',  et  il  en  si.'ra  de  même  |iour  GA  et 
G  A',  DA  et  DA'. 

La  ligne  droite  ABA'  étant  plus  court(! 
i|ue  la  ligne  hrisée  AG~)-GA'  (n"1'l ,  2"), 
on  a  AH,  moitié  de  AA'.  'AG,  moitié  de 
AG-hGA'. 

2"  Si  la  distance  HE  est  ('gale  à  \i('., 
les  angles  m  et  n  étant  droits,  la  partie 
AHE  de  la  figure  [leul  tourner  autour  de 
AH,  et  coïncider  avec  la  partie  AHG  ; 
d(mc  AE  =  AC. 

3»  La  ligne  convexe  AC  -+-  GA'  est  plus 
courte  que  la  ligne  enveloppante  AD  -f- 
DA'  (n"  34);  on  a  donc,  en  i)renant  la  moitié  de  part  et  d'autre; 
AG<AD, 

Donc,  si  d'un  point  pris  hors  d'une  droite... 

38.  CorolIaireB.  1"  Si  deux  obliques  partant  d'un  même  point  sont 
égales ,  leurs  pieds  sont  également  distants  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire; 

2"  Si  deux  obliques  parlant  d'un  même  point  sont  inégales,  le  pied 
de  la  plus  longue  est  h  plus  éloigné  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

3"  D'un  point  à  une  droite,  on  ne  peut  mener  que  deux  obliques 
égales,  et  ces  deux  obliques  so)it  situées  de  part  et  d'autre  de  la  per- 
liendiculairc; 

4°  Deux  obliques  égales  qui  parlent  d'un  même  point  font  des  angles 
égaux  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  même  point. 

5°  La  distance  d'un  point  à  une  droite  est  donnée  par  la  longueur 
de  lo,  perpendicula'ire  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite;  car  cette 
|)erpendiculaire  est  le  plus  court  chemin  du  point  à  la  droite. 

G"  La  plus  courte  ligne  possible  d'un  point  à  icne  droite  est  perpen- 
diculaire à  cette  droite. 

Proposition  X.  —  Théorème. 

30.  Toid  point  de  la  perpendicula'ire  élevée  au  milieu  d'une  droite 
est  également  distant  des  extrémités  de   cette 
droite. 

Réciproquement,  tout  point  équidistant  des 
deux  extrémités  d'une  droite  appartient  à  la 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  celte  droite. 

1°  Soit  A  un  point  (juelconque  de  la  perpen- 
diculaire élevée  au  milieu  de  GD.  Puisque  l'on 
a  BG  =  BD,  les  obliques  AG  et  AD  sont  égales 
(n°  37,  2°),  et  le  point  A  est  également  distant 
des  extrémités  de  la  droite  GD. 

Donc  tout  point  de  la  perpendiculaire... 

2"  Soit  A  un  point  équidistant  des  extrémités  G  et  D,  de  sorte  que 


'■■■:'  '.'.•îy"i-' 


.i<Mi''-P>mm,). 


1S 


i  :,' 


:m 


10 


ÉLÉJIE.NTS  DE   GÉOMÉTRIE 


a,t  AC-AD.  Menons  AH  perpendiculnire  û  CD;  les  .iou.x  obliauc 

moni  li^     ''T  !'■''?' r '  '^■"'■^  Pi«^«  «ont  S- 

ainsi     L  =  HI),  cl  la  perpeniliculaire  AH  tomh, 
au  milieu  de  CD.  ^  ^vn  lomiju 

Jom  (OUI  point  cquiclislanl  des  deux  cvlrr- 

,     „  ,f,?i.  Co-ollaîre.   Tout  point  pris  hors  de  la  per- 

-fi 15     vendœulan'c  rlrvée  an  milieu  d'une  droite  est 

'froile.  -  Car  s'il  é.aU  Su  Xm ',^'m ""'  'Z  ^'-- .-"■'^'-'-  de  ce,,: 
laire  f  ir  ;!i»,  2o)  ^1"'di..t,,n(,  ,1  appardendrait  à  la  perpendicu- 

§  III.  -  LES  TRIANGLES 
Définitions. 

entmïol'S; -f  "^  ""^  ^'^"-^^  '""-  '-"-  I-^  l'-ois  droites,  ,ui 
-"'"^iS/S"''  '  considéro,.  dans  un  Inangle,  savoir:../. 
Le  pô-/m,V;-c  d'un  triangle  est  la  somme  des  trois  rAtés 

les  mêmes'  lettres  'mtm,  eu l^s  Z         ""^p"'  ''■  '^^  '''''  «PP°«<^^«  l^^'' 
dit    S.1  est  besoin,  grai^t  il^^S^B;  ^[ ;;;;;;; /r^"^"^'^"  '  «" 

loiîiuï^rSri^oCïfiS"';'  ^  ""  ^"^'^  ^^°'^'  ^^"-'^^/'^ 

aigus.  °  "'  ^^  «"''"".'//c  lorsque  tous  ses  angles  sont 

red^ngfr"'  '''''''"''  ''  ''''  °'^P°-  ''  ''«"^'e  droit  d'un  triangle 

■'-6.  On  annelle  /unJlv"?'  '  '°  '''^'  "''f^'^'^'^  ^''"  «^mmet. 

'•un  des  sS     st  '  ë^^"    no"f^  ''  Perpendiculaire  abaissée  de 

Et  '>^<^./mne,  la  d  d le  m     io    t  n  n  h:'"" '""  prolongement; 
opposé.  '"''^''"'J'^'"^' "«des  sommets  au  milieu  du  coté 
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li's  deux  obliques 
pieds  sont  egalc- 
iidicuiaire[n'';is  ; 
ul;iire  AI!  (ombu 

des  deux  cxln- 

hors  de  la  per- 
d'unc  droite  esl 
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is  droites,  qui 
savoir  :  trois 

Js. 

ngle  jiar  trois 
s  opposes  j)ar 
confusion ,  on 

il,  ohlusanqlc 
;s  angles  sont 

d'un  triangle 

>  il  est  cqiii- 
'Uid  SCS  trois 

ensé  posé ,  et 

le  des  côtés. 
met  le  point 
au  sommet. 

!  abaissée  de 

:ncnt; 

lieu  du  côté 


Dans  un  Irianu-Je  quelconque,  il  y  a  trois  hauteurs,  trois  médianes 
et  trois  bissectrices. 

Proposition  XI.  —  Théorème. 

47.  Deii.r  triangles  sont  cçjnux  : 

\"  Lorsqu'ils  ont  un  côté  c<ial  adjacent  à  des  ariQles  respectivement 
l'ijaux  ; 

2"  Lorsqu'ils  ont  un  angle  éijal  compris  entre  des  côtes  respective- 
ment égaux; 

'à"  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  respectivement 
ègau.r. 

1"  Soient  les  deux  triangles  T  et  T',  avant  le 
nùlé  BC  égal  à  IVC,  l'angle  B  égal  à  B',  et  l'angle 
('.  égal  à  C. 

Transportons  le  premier  triangle  sur  le  se- 
cond, (le  manière  que  le  côté  BC  coïncide  avec 
son  égal  B'C.  L'angle  B  étant  ('gai  à  IV,  le 
(•(Hé  BA  prendi'a  la  direction  B'A';  de  même, 
l'angle  C  étant  égal  à  G',  le  côté  CA  prendra 
la  direction  C'A'.  Le  point  A  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  B'A'  et  sur 
C'A',  tombe  nécessairement  sur  Tinterseclion 
A', et  les  deux  triangles  coïncident;  donc  ils  sont 
égaux  (n"  16,  2"). 

2"  Soient  les  deux  triangles  T  et  T',  ayant  les 
angles  A  et  A'  égaux,  les  côtés  AB  et  AC  res- 
pectivement égaux  aux  côtés  A'B'  et  A'C. 

Transportons  le  premier  triangbî  sur  le  se- 
cond, de  mani(jre  que  l'angle  A  coïncide  avec 
son  égal  A'.  Le  côlé  AB  coïncide  avec  son 
égal  A'B',  et  le  côté  AC  avec  son  égal  .\'C'; 
donc  le  troisii'ime  côlé  BC  coïncide  avec  B'C  (n"  11 
Iriangb.'S  sont  égaux. 

'i"  Soient  les  deux  triangles  T  et  T',  ayant 
les  trois  côtés  respectivement  égaux. 

Faisons  occuper  au  triangle  T  la  ])osition  T  ", 
en  faisant  coïncider  le  côl(3  BC  avec  son  égal 
H'C;  et  menons  A'A". 

On  a  B'A' =  B'A",  C'A' =  C'A";  donc  les 
points  B'  et  C  appartiennent  l'un  et  l'autre  h 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  A'A" 
(n"  39,  2");  donc  B'C  est  cette  piM'piMulicu- 
laire.  Or  deux  obli(iues  égales  qui  parlent  d'un 
même  point  l'ont  des  angles  égaux  avec  la  per- 
pendiculaire menée  de  ce  point  (n"  38,  >)  ;  (lonc 
les  angles  en  B'  sont  égaux,  aussi  bien  que  les 
angles  en  C. 

Ainsi  les  triangles  T'  et  T"  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal 


et  les  deux 


■'■■  f  ■•.' 


i''..  •■.■.-'■•:.:/.-i 


!li  > .  lit 
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adjnccnl,  à  des  anglos  rosnectiv.jmnm   • 

n'est  aulro  cl.ose  r,,„.  le      a.^  't  hV'*"'''"',    ""  "'  '"^^  «'  ''«"""^  T" 

.'•gai  à  T.  '       ^i"dMg|,  1  (lansporlo  el  ivlourné,  T  csl  aussi 

'lo.   Booiie.   Dans  di'UX  Ir  'infrl.'    '  1 

Pectivcment  égaux,  et  los  côir.f.^arso.ll  onnf'''''"'"^'  '""^  '''-^^- 

•gaiix  sont  opposes  aux  angles  égaux. 


Proposition  XII.  -  Théorème. 


Jrausporlons  le  premier  (rianirle  sur  le  se 

son  tga  A  5  Les  angles  droits  A  et  A'  coin 
•idant,  le  côté  AG  prend  la  direction  A'r'Tn 
'•ypoténuses  BC  et  B'C  soTàZ  oL^l 

C    sont  donc  à  égale  dislance  du  pied  de  la  ner 
on  C,  et  les  doux  triai^S^S^it  ^l!:;^- '' ^'^-^^  ^ 
TSï,^--;--n,es..^ 
aigu  G  égal  à  G'.  '-"-■,  ti  i  angle 

Transi^rtons  le  premier  triangle  sur  le  se 
oond,  de  manière  nue  Tmalo  r^   ■    -j 

LiA,  et  les  deux  côtés  BA  et  JVA'  «nni  wl 
perpendiculaires  abaissées  du  même    "oLf  ^ 

Proposition  XHl.  —  Théorème. 

oO.  /.o,.,«.  rf,.,  ,,.,,^,,  ,,,  ^^^^      ^  .^  ,^,  .esp.v.-.e..n,  c>...  .r 
B  7"«  /es  «n7/.s  compri,  par  ces  cotZ 

sont  uicg  ,ux,  les  troisiàL  côlé^Z^ 
VajcM,,nent  inégaux,  cl  au  Zl 
2/  '""^''  '^'^'^Pond  le  plus  pu 

Soient  les  deux  triangles  ABG  et 
•C   ABL   ayant  les  côtés  BA  et  BC  res- 
pectivement é.gaux  à  BA  et  Bf-  ot 
so.t   l'angle  ABC   du   premier  plus 
PetU  que  l'angle  ABC'  du  second 


");  el  comme  T" 
irnû,  Tcsl  aus^si 


lonts  gnni  res- 
X  angles  égaux. 


l'finl; 
t  l'ual. 

ngles  T   cl  T, 
iJ'C,  el  lo  cùlc 

)gIo  sur  le  se- 
i  coïnciiJo  avec 
>  A  et  A'  coïn- 
2tion  A'C  Les 
ieiix  obliques 
15';  leurs  pieds 
ii-'d  do  la  per- 
P"intC  tombe 

clanglos  T  el 
Î'C',  et  l'angle 

le  sur  le  se- 
ioïncidc  avec 
Aicide  avec 
la  direclioii 
^'  sont  deux 
^e  point  B' 
îux  lignes  se 
sont  égaux. 


î'  égaux  et' 
1)'  ces  eûtes 
w  côtés  sont 
't  nu  plus 
plus  petit 

3s  ABC  et 
it  BG  res- 
ct  BC;  et 
mier  plus 
iecond. 
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AH  <  AD-)- Dr, 

An<AD-t-Dr.' 

AC<AC' 


Pnpposons  ços  deux  (nangles  placés  l'un  sur  l'autre  d'un  même  côld 
de  AB    Lan,.'!,..  CBL   .si  la  dillereuc,.  mhv  les  deux  angles  ABC  el 

un  .  r  "■"■y  •;;';'"fe'''-'^;  ''«««  «el  an.^o  CBC  menons  la  bissectrice 
lil),  el  la  droili'  (,|). 

•  Les  deux  triangles  BDC  et  BDC  sont  égaux,  comme  avant  un  angle 
égal  en  B,  un  cote  commun  BD,  el  le  côlé  BC  égal  à  li(Y  ( iv  M  ■>"]  ■ 
donc  DC  égale  DC  (n"  4S].  ^     «  u>.   (  n    i/,  _  ; , 

Dans  le  triangle  ACD  on  a  (no^ii) 
et  en  remplaçant  DC  par  DC 
ou 

Donc,  lors(iw'  deux  Innugles  ont.. 

!i1.  Béciproquemenl,  lorsijw.  deux  trinuqlcs  mit  deux  côtes  reoprc- 
livemcnt  éffaux,  et  que  les  troisièmes  côtés  sont  i>,é,,aux,  les  anales 
opposes  H  ces  troisièmes  côtés  sont  pareillement  inégaux,  cl  au  plus 
petit  cote  se  Imuvc  ojiposé  le  plus  petit  angle. 

Soient  les  deux  lriangli;s  ABC  et  A'B'C"' 
ayant  le  côté  AB  égal  à  A'B',J3C  égal  à  h 

B'C,  el  AG  plus  petit  que  A'G'.  _---— ""^'X 

Si  l'on  supposait  l'angle  B  égal  à  B',  les    "- „      \  r 

triangles  seraient  égaux  comme  ayant  un 
angle  égal  compris  entre  des  côti's"'respec- 
livement  égaux,  el  il  en  résulterait  AG  égal 
à  A'C',  ce  qui  est  contraire  à  l'Iiypollièse. 

Si  l'on  supposait  l'angle  B  plus  grand  que   P:.:^_ ,^ ^  ^ 

B',  on  aurait  aussi,  en  vertu  du  lliéorème 

direct  (n"  yO),  AC>  A'C,  ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse. 

Amsi  l'angle  B  est  plus  petit  que  B'. 

Donc,  lorsque  deux  triangles  ont  deux  côtés... 

Proposition  XIV.  —  Théorème. 

t)2.  Dans  un  triangle  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés  énaux 
sont  égaux. 

Soit  ABC  un  triangle  isocèle,  et  soient  AB 
et  AG  les  deux  côtés  égaux. 

Menons  la  droite  AD,  du  sommet  au  milieu 
de  la  base.  Les  deux  triangles  ADB  et  ADG 
sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  res- 
pectivement égaux  (n^/iT,  >);  donc  l'angle  B 
opposé  au  côté  AD  de  l'un,  égale  l'anaie  C, 
opposé  au  côlé  AD  de  l'aulre. 

Donc,  da)is  un  triangle  isocèle... 

y;!.  Réciproquement  :  Si  deux  angles  d'un 
triangle  sont  égaux,  les  côtés  opposés  à  ces  angles  sont  aussi  égaux. 

feoit  le  triangle  ABC  dans  lequel  les  deux  angles  B  et  G  sont  égaux. 
11  s  agit  de  prouver  que  le  côté  AB  égale  AG. 

Si  l'on  supposait  que  AB  est  plus  petit  que  AG,  on  porterait  la  Ion - 


""M 


:'^l 


m 


u 
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'•Rjux    et  ces  deux  triangles  seraieluégux'^ 
i|iii  est  impossible.  *=       ' 

Donc  si  deux  aiu/lefi  iVnn  Irkiuulc... 

tijnianijic,  et  rcnjiroqiicinrnl. 

5-'i.  Scolie.  Dans  un  Irian-lo  isocèle,  la  rirnilo 
'I";  .1"'"    le  «oniinel  nu  niilion  du  la  hase  rem- 

H-Jinalre  conditions,  donld.uxsuni. pour 

adelerm,Mer;do  là  découlent  quatre  proposi- 

-■11».   Dans  (nul  Inanr/le  îsnrôlo  ■ 
lim  de  la  base:  "  '"""""  ""  P'Vndkuhùr,  ,,„  ,„/_ 


Proposition  XV.  —  Théorème. 


un  plus  grand  coli:  ^' 

ijoit   le  triangle  ABC  ,  dans  lequel   Tangle 
M^(^  e>t  plus  grand  que  l'angle  C 

Le   Irianglé   ABD   donne    An<AD-M)J{. 

romplajjons  le  cùlé  DH  par  son  .3^al  JJC     on 

nonc.a,...,,.„,^-^;i<^^.-^CouAB<AC:  -" 

yoil,  dans  Je  triangle  ABC,  le  c^lé  b  .dus 
grand  que  le  côté  c;  il  faut  prouver  que  l'a" 
gle  B  est  plus  grand  que  l'ande  C.  En  e.Tc  si 
lo»  supposait  l'angle  B  égal  à  l'angle  C  les 
cotes  b  et  c  seraie.d  égaux  (n"  53),  ce  ou  est 
contraire  à  l'hyiiothèse!  ^ 

!^i  l'on  supposait  l'angle  B  plus  petit  que 

rcci  (no  57)  •  6  plus  neli  nnî.  ^'  ""•  '1"''"'  '"  ^-'■'"  'l"  "«^■«'•'■■'«e  di. 
l      oij.o  plus  petit  que  c,  ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse 


I 


:  trianpii's  AHC 

res|iec(iv(!inonl 

l'aient  égaux,  c(j 

anfflc... 
équilalcral  m/ 

■oppIo,  la  flrnilo 
u  la  liase  rein- 
i  suiriM'ril  pour 
[iiatre  projiosi- 
émontrees  pai' 
lirs  dlablir  sé- 


5c  est  perpen- 

rsl  hlsscclrici' 

éf/ali's; 

lia  ire  an  nii- 

(lïvisc  l'angle 


le  est  opposé 

quoi   l'angle 

on  aura  l)|î 

:AD-f-i)]{; 
irai  IJC: ,  on 

'e  csl  opposé 

ciUé  h  plus 
'1"  que  l'an- 
En  e.Tel,  si 
iglo  G,  les 
I  ce  qui  est 

pntit  fjuo 
léorème  (!i- 
liypolhèse. 
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Ainsi  l'angle  B  csl  plus  grand  que  l'angle  G. 
Konc  à  un  plus  rjmnd  côté  d'un  triangle... 

Propoiition  XVI.  —  Théorème. 

iJ9.  Tout  point  de  la  bissectrice  d'un  angle  csl  ci/uidislanl  des  deux 
ratés  dp  cet  an(ilc. 

Soit  It  un  point  (pielconque  pris  sur  la 
liisscclrii-i!  (le  l'anirlc  A.  Les  distnnf.is  do  ce 
point  aux  deux  cùlé-a  de  l'angle  sont  don- 
nées par  l(,'s  perpendiculaires  DM  et  DC 
(n"38,ÎJ"). 

Los  triangles  rectangles  ADn  et  ADG  sont 
l'gaux  conimo  ayant  l'Iiypoténuse  égale  Al» 
ot  un  angle  aigu  égal  en  A  fn"  W,  2"'; 
ainsi  ])li  égale  DG. 

Donc  tout  ))oi)il  de  la  hisseclricr  d'un  un- 
glr... 

(10.  Réciproquement  :  Tout  point  éi/uidlslant  des  deux  côtés  d'un 
angle  appartient  à  lu  tiisseririce  dr  cri  an'jle. 

Car  si  le  point  1»  est  loi  que  l'on  ail  lili  =  !)('.,  les  triangles  rec- 
Inngles  AUH  et  ADG  sont  égaux  conuTie  ayant  l'Iiypoléiiuse  égale  AD, 
ol  un  autre  côté  égal  (n"  'i',»);  donc  les  angles  en "a  sont  égaux,  cl  AD 
est  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

Donc  tout  point  cquidistant  des  deux  calés... 

C>\.  Corollaires.  1"  Ti.ul  point  pris  hors  de  la  hissertrire  d'un  angle 
csl  inégalement  distant  des  deux  allés  de  cet  anale;  car  si  ce  point 
était  équidistant  des  deux  cùlés,  il  appartiendrait  à  la  liisseclrico 
(n-GO); 

2"  La  bissectrice  d'un  angle  est  le  lieu  géométrique  des  points  équi- 
dislants  des  deux  allés  de  cet  angle. 


§   IV.   -    DES    PARALLÈLES 

Défînîtion. 

G2.  On  appelle  parallèles  des  droites  situées  dans  un  même  plan,  et 
A : b 

f I) 

E F 

qui  no  peuvent  se  rencontrer,  à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge. 
—  Telles  sont  les  droites  AD,  Gi),  EF. 

03.  Une  parallèle  AF,  moné(.'  par  un  point  A,  à  une  droite  DG , 
peut  être  considérée  comme  la  limite  des  positions  successives  que 


:M  M 


y%', 


'*!} 


mm, 


m 


m 


î*:?& 


■■  ■:■■■:  r'.>î^,d 


'i»!ilr  ,lru,t;  ;i  la  liinilo,  rel  iuv^h 


'"lémëhts  (IF  ^.ISnM^'TlllR 

A- iV'iidant    lo    mouvoimiil    ,|o 

lol'liquc   AF,   |',u,Klr  ai^r,,    (z 

;!'"imue,,.ltun.lvers3m,;rt  la 
liiiiiti",  cet  aiif.rlo  ,;>t  nul. 

iMi  mémo  tfnips,  raii^rl,.  quo 

"1jIi<1i"J  AE  forinoen  A,  nvoc, 

la   |>or|..ndiculairu,    auRinonle 

«le  Mus  un  |.|iis,  ot  Iciul  vors 

cl.'!"' am!  '''^"^  "^^"^  AF  erm' :o;;';;;pe„„ieu,airos  à  la  mOmo 

Propcition  XVII.  _  Théorème. 

C4.  ^eu,r  rfr.,7e«,.cr,..rf.-c./a.Ve«  à  une  Iroisirme  so,u  parallHes. 

Soient  AU  et  (11)  deux  per- 
pendiculaires à  la  mémo  droite 

Si  les  droites  AP  et  CD  -«e 
rencontraient  en  0,  par  exem- 
ple, il  y  aurait,  do  ce  point, 
deux  perpendiculaires  OA  etOf, 
a haissées  sur  la  même  droite  Af 
Donc  dcujo  droites  perpeudœulaires""  "•"'  '''  ''"P°'''^'^'  ^""  ^«^  ' 
^  6.».    Corollaire.   Pour  mener  par  un 

r L        pom<  f/„«ué   A,   une  parallèle  à   une 

!  droite  donnée  BC ,  on  mène  AU  perpen- 

diculaire à  BO ,  puis  AD  perpendiculaire 

r r-       n.rin'  1        ''^"''  "''"'''^^  AD  et  BG  sont 

C         pnralleles  comme  perpendiculaires  à  la 
môme  droite  AB. 

Propcition  XVIII.  -  Po.tulatum. 

On  admet  cette  proposition  comme  évidente 

07.  CoroUaireB.  1"  S/  rf.».,.  ./,..,7e.  AB  et  CD  5o.<  p.n<7'MV.,.  /oM^e 


■'1 


A 
C 


FI 
0 


•vK 


'•■«■'•t>  AE  ,7«i  re,ico,î^re  l'une  d'elles  renconlr 

;^i.     .r'n''';:;™^»'^^^'l^>' y  aurait,  parle 
-     '•'     «i'  b2),ce  qui  est  impossible  (n<-  66} 


■e  aussi  l'autre.  —  Car 
e  point  A,  deux  parai- 


0  pied  sVloi^'nc 

Tiouveiiittil,    dp 

Ivors  zn-u;i\  la 
•  est  nul. 
'8,  rnii^'lo  fjuo 
no  en  A,  nvec 
ro,    iiuniiioiil.j 

1  et  Iciitl  vurs 

ires  i^  l;i  niiîmo 


»/  paralU'kx. 
il)  tluux  por- 
I  mémo  droite 

AP  et  CD  se 
),  par  cxem- 
de  ce  point, 
ires  OA  et  on 
nedroiteAC, 
t>le(n"3GJ. 

ner  par  un 
ilU'tc  à  une 

AU  |iorpen- 
pendiculairo 

ol  DC  sont 
ulaires  à  la 


le  parallèle 

'lilo.  foute 

_  n 

-  0 

I 

-F. 

.1 

'rc.  —  Car 
eux  paral- 


I 


B 


E 


7+" 
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2"  Deux  droile»  AH  f/  CD  parallèles  charnue  à  une  troisième  EF 
siiiit  })aviillrli-s  ('i)lrc  cllfs.  —  Car  si  AH  cl  CI)  s  renfonlraient,  il  y 
;iurail,  par  leur  point  de  rencontre,  deux  parallèles  à  \'.l\  ce  ijui  ck 
imposï^ilile. 

Proposition  XIX.  —  Théorème. 

CA.  S!  deux  drnili's  smil  punillrler,,  Imite  itroile  perpendiculaire  à 
l'une  csl  nuiyit  pi-riifiidienlniri'  à  l'autre. 

•r  i"nl  Al!  c(  CD  deux  parallèles,  et  soil  AG 
pfr|">ndi('uliiire  sur  AH. 

fi  l'on  mène  CE  perpendiculaire  sur  AC, 
les  driix  droites  Ail  cl  CE  seront  parallèles, 
comme  piM'piMiilieulaires  à  la  mènie  dioili'  AC 
II"  (i'i);  or  CD  est  donm-e  parallèle  à  Alî; 
ilonc  Cd)  se  confond  avi-c  CE  (  n"  (it));  par 
cons(5(pienl  CI)  est  perpendiculaire  à  AC,  et 
ri'ciprnquement  AC  est  perpendiculaire  à  CD.  i 

Donc  si  dcu.c  droites  sont  parullrles... 

fi'J,  Dénniiion».  Lorsque  deux  droites  quelconques  AB  et  CD  sont 
coupi'es  par  une  se'cante  ou  transver- 
sale E"^,  les  huit  ancfles  formés,  étant 
|iris  deux  à  deux,  reçoivent  dill'érentes 
dénoniinations,  selon  leurs  positions  re- 
latives. 

m  et  n  sont  appelés  angles  alternes- 
inlernes,  ainsi  que  M  et  I  ; 

o  et  )•  sont  afipelés  aiijrles  (dlcrncs- 
externes,  ainsi  que  G  et  K; 

0  et  H  sont  appelés  angles  correspon- 
dants, ainsi  que  m  et  r,  G  et  I ,  Il  et  K  ; 

11  et  n  sont  appelés  angles  intérieurs  d'un  même  côté,  ainsi  que  m 
et  1; 

0  et  K  sont  appelés  angles  extérieurs  d'un  m('me  côte,  ainsi  que  G 
et  r. 

Proposition  XX.  —  Théorème. 

70.  Lorsque  deux  droites  parallèles  sont  coupées  par  une  sécante  ou 
transversale  quelconque,  ces 
droites  forment  huit  ançjles, 
ilotil  quatre  ainus,  égaux  entre 
fux ,  et  quatre  ohlus ,  aussi 
égaux  entre  eux. 

Soient  les  parallèles  AR  et 
CD,  coupi'es  par  la  sécante 
EK.  Par  le  point  0,  milii  u  de 
tilv.  menons  la  droite  TM  per- 
pendiculaire a  AB  et  à  CD 
{ n-  68  ). 

Les  triangles  rectangles  OTG 
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''•   Corollaire.   1"  Lt,rsQue  d,')i  r  ^/.,    -, 
'-;  .v-'aw<.  ;  '  ""  ^^>-o>l"s  pnnairles  sont  coupées  par 

i-  nnglcs  allerucs-nUcrncs  .onl  c:ja..r:        ' 

<v;a;i;'"^'"  "'^'^'■»'-c.ric>-»cs  sont 

.^^-nolcs    corres,on,auls    sont 

Les  .nujies  hUéHcurs  d'un 
'"''■^onlsuppU,nenlaires 

Les  angles  e.etérieues  U'uu 
">lc  sont  supplé,nen(aire.s. 
/'■les  est  eoupcpar  un  autre  ru!.ceuud!'lt^'1>T'^''^''''''''P^>'^/- 
'ngus  formés  aux  reneonfressonléL/''''"^'^'''  '"'"  '''^  'nujles 
ol'/us,  et  ees  derniers  sont  les  ^M'r;::.:';;;^:^,;^;;:;/-  ^'4les 


inénir 


Ulénir 


Proposition  XXI.  -  Théorème. 


72    Réciproquement  :  Deux  droites  cou,  .^ . 

'■"/A.fes-,  lors^iu'elles  forment  "''"-'  i""'  ">'<'  «^^^•«"/''  sont  pa- 

^e.  «..y/e.  alternes-Internes  égaux 

Ou  des  anges  alternes-externes  .Sâ„,. 

Ou    les  angles  correspondants  é.af^"  ' 

Ou  des  angles  intérieurs  d'un  même  r  v  • 

Ou  des  angles  extérieurs  d'un  mém,      >■  "'J'P'<'-'»'-'>'t„ires, 

'"'""''^'"l'-',  supplémentaires. 

.^oieni,   Jes  deux  droites  AU 

e    (.Dla..onl,  avec  Ja  sécanle 

^^'^,  des  angles  aUernes-inlernes 
''.'-■•>ux,  w  et  n. 

Alenons  la  droite  FG  parallèle 

'^••«c,  1  angle  EFG   égale  .. 

•-quel  es!  donne  égala  El'l)" 
W  la  droile  VD  se  conlond 
'),'^^  ^'G,  .|u,   est   parallèle  à 

Les_  quatre  autres  cas  nion- 
je  ramener  à  celui  <,ui  vient  d  être  déSré  fm^Ï!^''"''  "^"^^'^ 
-  'o-'onne«  «t  F  supplémentaires,  on '^^.S;::;^!,'-™^^^^ 


«•■■'le  et  un  ant^Ie 
I  aiilrc. 

■'^  pai'  le  sommet. 
's  c;ir  ces  angles 


'Ont  coupées  par 

■•^-c.i'/cnics  sont 

V'ondaiits    sont 

'"'■<  d'un    mrmr 

(ires. 

O's  d'un    riiniir 

lires, 

'•  droites  parai - 

'ons  les  nn<jles 

tous  les  auijles 

i'jns. 


''aiitc  sont  pa- 


nres, 

aires. 

:  tlroiles  A  Fi 

-c  la  sccanle 

rnes-inlernes 

FG  parallèle 
lu  Iheorùnie 
û  égale  ni , 
igal  à  EFI). 
se  conroiul 
parallèle  à 

s  cas  ni  on- 
ce pouvenl 
'"'  exemple. 
^lIpplèln('^- 
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I aires;  donc  a- 


■n;  d'ailleurs  les  angles  a  et 


)p()sé,s  par  lu  sonuiiel  ;  ainsi  m  =  n. 


Donc ,  deux  droites 


nrpees  par  vue  sceuulo 


73.  Corollaires.  1°  Deux  droites  situées  d 


nmtrent  for 


sriu'elles  font,  avec  une  séeant 


))i   sont  l'gaux  coi 
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nnie 


uns  un  même  plau  se  ren 


illernes-intcrncs ,  ou  alterncs-e.rlernet 


que 


le, 


"/' 


des  au 


Inen  des  un^iles  intérieurs  d'un  m 
n'ilé,  non  suji/ilémentaires* ; 

2»  Dcu.r  droites  situées  dans 
l'une  d'elles  est  pcrpcndieuluire , 
droite. 


ou  eorrespondunts,  inénau.i 


(jtes 


l'uu'  Cdte  .  ou  e.cté 


un  même 


lin 


erteurs  d  un  mênic 


c  plan  se  rcneontrent  lorst/ue 
7  l'autre  oblique,  sur  une  troisième 


Remarque.  La  théorie  des  parallèles  une  fois  établie,  il  est  d'usage 
(le  n'employer  les  mots  eorrespondunts,  alternes- internes,  etc.,  que 
pour  les  angles  formés  par  deux  parallèles  et  une  sécante. 

Proposition  XXII.  —  Théorème. 

74.  Les  parties  de  droites  parallèles  comprises  entre  deux  autres  pa- 
rallèles sont  égales. 

Soient  Al!  et  CD ,  deux  parallèles  com- 
prises entre  deux  autres  parallèles  AC  A  C 
el  BD.                                                            - 

Si  l'on  mène  la  droite  BC,  les  angles 
m  et  n  sont  ('gaux  comme  alternes-in- 
ternes, ainsi  ipie  les  angles  o  et  /■;  donc      ~ 
les  deux   triangles    ABC,    el   BCD  sont 
égaux  (n-  M,  1"),  cl  AB  égale  CD.  -  De  même  AC=:BD. 

Donc  les  parties  de  droites  parallèles... 

75.  Corollaires.   1"  Deux  droites  parallèles  sont  partout  également 

A  r 


f/^.yS 


distantes;  car  les  droites  AB  el  CD  perpendiculaires  aux  parallèles 

A(.  cl]  iD,  sont  elles-mêmes  parallèles  el  égales  entre  elles  (n"»(l/i  et  7't); 

2"  Le  lieu  géométrique  des  points  situés  à  une  ilistancc  d  d'u 


ne 


n 

\d 

n 

\d 

i. 

droite  AB,  est  l'ensemble  des  deux  droites  CD  cl  EF  menées  de  part 
et  d'autre  parallèlement  à  la  droite  donnée,  et  éi  la  distance  donnée. 

CVst  eot  énoncé,  .-ipiiliiiné  an  cas  des  miglcs  intérionrs  d'nn  luémc  côi6,  uiu' 
1  un  désigne  (inlinaircnicnt  sons  le  nom  ,],•  postnlattim  d'ICuclicle. 


#■1 


^î 


^M 


'm 


'y'.»;^p^..j 


n':  ... 


'*1.V 


m 


t'tiU'- 


a!  i:> 


S'il' 


J  '      ."  '     kl  *  I  ' 

ri;-''  4u  ^  '* 


!« 
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ÉLÉMENTS  DE   GliOMÉTIUE 


70.  Scolie.  Etant  données  deux  droites  AB 


et  CD  qui  se  coupent, 


il  existe  riuatro  iioinls    F    V    r    u      -,    ■    • 

de  ces  deux  droi  es    ces  nninV      '     .'      "''  "  ""*"  ^'"''"'"'''^  ^°""«e  ./ 

IWques  faeés  l'uT'ceïSlToile^;  '"^^''"^^'""^  ''^^  ''^"'^  ^--- 

Proposition  XXIII.  _  Théorème. 

77.  Dcua:  angles  ,jui  ont  les  côlês  parallèles  ou  perpendiculaires 

ctmcun  a  chacun  sont  égaux,  ou  sunplé- 
menlaircs. 

i"  Soient  a  et  c  deux  angles  (|ui  ont  les 
rotes  parallèles  chacun  à  chacun.  Si  l'on 
prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  deux  côtés 
non  parallèles,  les  angles  a  et  n  sont  égaux 
comme  alternes-internos,  ainsi  que'c  et 
n  ;  donc  a~c. 

m,  les  angles  m  el  r  écm  «,f  '  I'*""  ^"".^'^^''''  ^^^'^  deux  angles  a  et 
ifeies  jn  el  t  ctanl  supplémentaires,  m  et  a  le  sont  aussi. 

2"  Soient  a  et  c  deux  aneles  qui  onl 
les  cotes  perpendiculaires'  chacun  à 
chacun. 

Menons  OD'  et  OE'  respectivement 
perj)endiculairos  sur  OD  et  sur  OE.  On 
a  a  +  n  =  l,irela'-t-H  =  l,ir,d'où  a=a' 
De  plus,  les  droites  OD'  et  AF  sont  pa- 
rallèles, comme  perpendiculaires  à  la 
même  droite  OD  ;  il  on  est  de  même  dos 
droites  OE'  el  AG  ;  ainsi  les  angles  «' 
cl  '■  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtes 
parallèles;  donc  aussi  a  =  c 

t^'i'-os,  m  et  a  le  sont  aussi        ^^'"  '"^'''  "'  ''  "  '^^«"''«"PPl^men- 
Jiemargne    Le  Ihéorèmo  pourrait  s'énoncer  ainsi  •  Deur  anales  ,/,- 

^^.;:;:^;;:s::;;;;ém^:;:;^r"^^  ^^  --  -^'^^--^  '-^^-  ^^^ 

exîïi^ur' t  J;;  ^'^J'ilZ^t^'r'  "?^'^'r  ''""  I^°'"'  quelconque  M 
a  un  angle  bur  les  deux  cotés,  forment  un  angle  égal  au 


2" 


LIVRE   I.  —   LA   DUOITE    ET   LES  ANGLES 


i\ 


qui  se  coupenl , 


ance  donnée  d 
s  lieux  géomû- 


rpcndiculairrs 
X,  Ole  siipplé- 

es  r(ui  ont  les 
lacun.  Si  ron 
trc  deux  côtijs 
tnsont  égaux 
insi  que  c  e( 

s  angles  a  el 
sont  aussi, 
ngles  qui  on! 
s    chacun    à 

spectivement 
sur  OE.  On 
•,  d'où  a=a'. 
AF  sont  pn- 
ulaires  à  la 
rie  même  des 
es  angles  a' 
t  leurs  côtés 

suppli'men- 

■>^  a  II  II  1rs  de 
nent  pand- 
'espèce  dii- 

lelconqueM 
?le  égal  au 


premier;  si  le  point  M  est  pris  dans  l'angle  ou  dans  son  opposé  pnr  le 
sommet,  le  nouvel  angle  est  supplémentaire  du  premier; 


2"  Si  un  angle  aigu  a  et  un  angle  obtus  A  ont  mdme  soninu'l  et  nont 
|i!aci''s  l'un  dans  l'autre  avec  li's  côtés  respectivement  piji|juniiii'ulaires, 
ces  deux  angles  sont  supplémentaires. 


§  V.  —  LES  POLYGONES 

Définitions. 

79.  On  appelle  polyaonc  toute  figure  plane  limitée  pur  di's  lignes 
droites;  ces  lignes  sont  les  cotes  du  polygone. 

Le  triangle  est  le  plus  simple  des  polygones.  Les  polygones  prrnncnl 
les  noms  de  quadrilatère,  pcnlarjone,  hexafione ,  licpldijoiif ,  nrlo- 
gone ,  cnnéagonc ,  décagone,  undccagone ,  dodécagone ,  éuwmii  ipi'ils 
ont,  (|uatre,  cin([,  six...,  douze  côtés.  Un  pentcdécaginie,  rst  un  |ki- 
lygonede  quinze  côtés;  les  autres  polygones  se  désignent  par  le  nombre 
de  leurs  côf?s. 

80.  Un  polygoyie  convexe  est  un  poly- 
gone dont  le  contour  ou  périmètre  ne  peut 
être  coupé  en  plus  de  deux  points  par  une 
ligne  droite. 

Un  polygone  non  convexe  a  des  angles 
plus  grands  que  deux  angles  droits.  Ces 
angles  sont  appelés  angles  rentrants. 

81.  Un  polygone  est  éqidangle  lorsque  tous  ses  angles  soni  l'gaux  ; 
il  est  cquilatéral  lorsque  tous  ses  côtés  sont  égaux. 

On  appelle  pohjgone  régulier  tout  polygone  (pii  a  tous  hch  côtés 
égaux  et  tous  ses  angles  égaux. 
Un  polygone  régulier  est  à  la  l'ois  équilaléral  et  éiiuiangle, 

82.  On  appelle  diagonale  d'un  polygone  toute  droilis  (pii  joint  deux 
somniels  non  consécutifs. 


83.  On  appelle  angle  extérieur  d'un  polygone  tout  aiigio  for 
un  côté  quelconque,  el  le  prolongement  du  côté  adjai'enl. 


n\r 


par 


w^m 


$4 


'"•'tf'J'értiKl.';  l«.  I 


I.V.U 
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SI  i'^ 
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i:i.KMENTS   DE   GEOMETRIE 
Proposition  XXIV.  -  Théorème. 


pplément  de  l'antrie 


8'i.  /. 


''  f^iiniiuf  il, 


rs  tt 


nylcs  d'au  ( 


'i:uj' 


'''"y''''/"clcomjuecst,:',jnleàd 
■i»!llcs  droits. 

■^oil  AI}(:  un  triando  quoleonquo 

nouons  AE  |ia 


p  roi  on; 


rai 


^oons  CA.  et 

à  en. 


Li's    angles    h  et    U    sont 
comme  alternes-internes,.,  et  r  sont 
e^aux  comme  correspondants;  ainsi 
(^  ;  or  celle  dernière  somme  est  égale 


l'gaux 
'■  sont 


'••"■'"nhM.  „  ,  /M-cégnlea  +  // 

"  'l'ii'x  .''ngies  droits  (n"30   •>..) 

"'""•  '"  '<'»nmc  des  amjlcs... 

<i:i.'!:;Z  "'""'  ''"^  '"^""^'^  ^^'  ^  ^^^PP^^^nt  de  la  sorn,ne  dn 

,;::.^^'""I-  "";//-  ^run  tri.nujle  é.uilatéral  érjale  les  ./,  d'un  anyle 
Proposition  XXV.  -   Théorème. 

deux.  ""•'""  '^"^"'^  '/«e  ce  pobj,jone  a  de  eôtés  moins 

«-tAI.,:i.,.;  „n  polygone  quelconque.  Si  Ton  joint  le  sommet  E 
n^^x  sommets  non  adjacents,  par  les  dmUes 
J^  '  tt  EL,,  chaque  côté  du  polygone  sert 
f  base  a  un  triangle,  à  l4c  jîtion  des 
(leux  cotés  qui  Ibrment  l'angle  E 

Or  les  angles  de  ces  triangles  sont  tous 
"imes  des  angles  du  polygone  donn,'.;  donc 

isommc  de  ces  angles  égale  autant  de  loi 
il»Hix  angles  droits  qu'il  y  a  de  triantdes 

L'onc  a  .1., ,.,-,!  ;.  .     •      i      ° ^^'--''-^"''^  autant  de  fois  2'ir  nue  le  uolv' 
i^imo  il  (10  coir's  inoiiiH  deux.  4"^^  't-  poij- 

Donc  la  samme  drs  ((uyles 


nc^L^Ttrh;nï:'E;iV:;rr'r  ^- ?'•-•'"»  l-'y^one,  le 
somn.et ,  .,,,-,  .'  ,      ',         H   '  ^^^"^ëomlcH  parlant  d'un  mèm,. 

2,Mr_w.        ^"  '  -^'  '^  '''  '=""""^'  *'S  angles  sera  fn-2)x2.irou 


ment  de  randc 


f^l  l'iialc  à  <la,j. 

rie  qiiolcoiiquc; 
nenons  AE  |ia- 

/''  soiil  l'i.'-aiix 
les,  ^'et  !■'  sdiil 
loiiilanls;  ainsi 
)mmo('sl  ei;alu 


mcjlc  cgalc  la 

la  somme  drs 

(/aux,  lefroi- 
'c; 

anfj les  aigus: 
i  complémen- 

';(  d'un  angle 


Iconque  égale 
3  cvlcs  moins 

le  sommet  E 
ar  les  droites 
olygone  sert 
<e option  des 
E. 

es  sont  tous 
donné; donc 
utant  de  Ibis 
0  triangles, 
ïuo  le  poly- 


olygonc,  le 
d'un  même 
2)  x2.tr  ou 
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Si  le  polygone  est  régulier,  cliacun  des  angles  rgale  >"   .-^'^^'''. 


ou 


2n- 


ou  2'ir —  -    l'angle  droit  élanl  pi'is  ]i0ur  unité. 


88.  Corollaires,  1"  La  Somme  des  angles  d'un  quadrdalî'vr  i/itel- 
conquc  égale  quatre  angles  droits;  et  si  le  quadrilatère  est  équlanglc, 
chaque  angle  est  droit  : 

2"  Si  deu.c  angles  d'un  quadrilatère  sont  supplémentaires ,  les  deux 
autres  angles  le  sont  aussi; 

3"  La  somme  des  angles  extérieurs 
d'un  polggone  quelconque  égale  qiiatrc 
angles  droits.  Car  n  étant  lu  nonihrt; 
(ie>  côtés,  la  somme  de  fous  les  angles, 
lanl  intérieurs  ((u'exlérirurs,  égaie  n 
l'ois  2  droits,  ou  2  ?Tir;  si  l'on  relranche 
do  celte  somme  4  droils,  on  aura 
2 /('!'•  —  4i'-,  ce  qui  est  la  somme  des 
angles  intérieurs  (n"  87);  donc  ces  quatre  angles  droits  sont  la  valeur 
des  angles  extérieurs. 

Défînitîons. 


iT//,.^,//////,////, 


"mmm 


89.  Un  parallélogramme  est  un  quadrilatère 
dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles.  —  Fi- 
gure A. 

Uu  rectangle  est  un  quadrilatère  dont  tous 
angles  sont  égaux,  et  par  suite  droits  ;n"  88). 
—  Figure  B. 

Un  losange  est  un  quadrilatère  dont  tous  les 
côtés  sont  égaux.  —  Figure  G. 

Un  cartx  est  un  quadrilatère  qui  a  ses  côlé's 
égaux  et  ses  angles  égaux.  —  Figure  D.  — 
C'est  le  quadrilatère  régulier,  à  la  lois  losange 
et  rectangle. 

[Jn  trapèze  est  un  (|ua(lrilatère  qui  a  deux 
côtés  parallèles;  ces  deux  côlés  sont  les  bases 
du  trapèze,  —  Figure  E. 

Un  trapèze  est  rectangle  lorsque  l'un  des 
côlés  non  parallèles  est  iierpendiculaire  aux 
bases.  —  Figure  F. 

Un  trapèze  est  isocèle  lorsque  les  côlés  non 
parallèles  sont  égaux. 


Proposition  XXVI.  —  Théorème. 

ilil.  Les  cotés  opposés  d'un  parnllélogramme  sont  égaux,  ainsi  que 
les  angles  opjwsés. 

Soit  le  parallélogramme  ABCD.  Menons  la  diagonale  13D;  les  angles 


l 

c 

i:,;v\^ 

*■<-  •'■'t<ï*a*'  ''I 
mi 


'"••■^.m^^ 


'# 


M 


iji!-V 


ht: 


.«•  •.j''_-r>'' 
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m  et  ,n'  sont  égaux,  ainsi  que  n  et  n',  comme  nllernes-intorncs;  donc" 
D  .      us  c  eux  triangles  AIJiJ  et  HCD  sont  égaux 

("°^^7,I..),ct  les  côtés  AB  et  CD, opposés 
aux  angles   égaux    m  et   m'  sont  égaux 
(11"  48);  de  même  AD^BC. 
Ue  plus,  les  angles  A  et  C  sont  é.^ux 

l'angle  .olal  B  est  égal  û  l'a^.Tr  ^"  ^"^'  '^^'"'"""  '''^'  ^' 

Uonc  1rs  ailes  opposes  cVun  parallélo,iramme  .. 
_  91.    Réciproquement  :    Tout  quadrilalère  nui  a  ses  rôle,  onn,,.;. 
"■Uaux,  otc  ses  an.les  opposés  é<jau.. ,  est  un  parJé^:^::!n:ne!''' 

1-'  tioit  le  (luadrilalère  ABCD,  dans  1,- 
quelonaAB  =  c;D,  AD  =  B(;. 

En  menant  la  diagonale  Bl),  on  a  deux 
(nangles,    ABl)   et  BCl)    égaux   comme 

ayant  les  cotes  respeclivcment  égaux;  donc 
1     .  ' '"^S''^  "* 'Iti  I  un  étralo  ?)i' df  l'niiiivi .  ,,i  I 

droites  AD  et  BG  sont  parallèles',  comme  iVn^sa1     av  c    a  2  ne  Ih 
dos  angles  alternes-internes  égaux;  de  même  les  angles  u"'  s 

ls'('no  72?     "'^^'  ^'  ''  '^  ^'"  '"■""'"' '^^^  -îgîs  LnV^arï 
Ainsi  le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélogramme  (n-Mi)). 

■2"  Soit  le  (luadrilatère  ABCD 'dans  le- 
quel on  a  A  =  C  et  B  =  D. 

La  somme  de  cesciualre  anLdes  peutèlre 
représentée  par  2A  +  2B,  et' comme  cellr 
somme  égale  quatre  angles  droits  (n"  88) 
on  a  V  /  > 

2A-h2B  =  /,  droils, 

■         ■       ,     .  "•  ""        Ah-   B  =  2droi('^- 

donc  les  droites  AD  et  BC  sont  parallèles  (w  72) 

Un  peut  poser  également    2A -t- 2D  =  4  droits 

,        ,       ,     .  ^'°"       Ah-   1)  =  2  droits- 

^!::^;J:sz^:i:''  ^^"^  ""-"^'-'  ^^  «^  ^-^^i'^tère  abcd 

Donc  tout  quadrilalère  qui  a  ses  calés  opposés  éqau.v 
/d/^.<^::'^'  ^'^  "'^''^"^'^'  ''  '«-"^'^  '^^  '«  ^--->  ^oul  des  parai- 
Proposition  XXVH.  _  Théorème. 

93.   roui  quadrilalère  qu^a  deu.  celés  opposés  égau.  et  parai- 

p  ,, '''"'S  est  un  P'iralléloqrauinie. 

/j^^oit  le   (luadrilatèio  ABCD,  avant  les 
co(;;sAB  et  CD  égaux  et  parallèles  ; 

M  1  on  mené  la  diagonale  BD,  les  aimies 
"  et  H    sont  égaux  commi!  alternes -in- 

sont  égaux  (iv  47    o,,,.  Hm^rî"''  '^  1''  '''"''  fiangles  ABD  et  BCD 
feaux  (n   /,/,_),  donc  les  angles  m  et  >h'  opposés  aux  côtés 


d"où 


k>  '^ïï 


<;»• 


s-inlornes;  donc 
BCD  sont  égaux 
et  CD,  opposés 
m'  sont  éyaux 
iC. 

;l  C  sont  etrau.x 
Jmniiin   lîL),  ui 


s  fv)/é,s  opp(jttés 
gramme. 
W3CD,  dans  le- 
liC. 

1)1),  on  a  dou.\ 
égaux  connut; 
;nt égaux; donr 
0  l'autre;  etlo 
la  sécanlo  15!) 
îs  II  et  n  soiil 
les  sont  paral- 

(""■^'.)). 
I3(,;i),  dans  le- 

li^lcs  peutèlre 
t  comme  cette 
:lroi(s  [n"88), 


LIVRE   I, 


ilalèro  ADCD 
il  des  jiaral- 

IX  et  paral- 

'^  ayant  les 
ullèles  ; 
iJ,  les  angles 
illenies  -  in- 
UJl)  et  DCD 
es  aux  côtés 
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égaux  AB  et  CI)  sont  égaux,  les  droites  AD  et  BC  qui  forment  ces 
angles  sont  parallèles,  et  la  ligure  ABCD  est  un  parallélogramme. 
Donc  tout  quadrilatère  qui  a... 

Proposition  XXVIII.  —  Théorème. 

94.  Les  diagonales  dhm  parallélogramme  se  coupent  en  leurs  mi- 
lieux. 

Soit  ABCD  un  parallélogramme  quelconque,  et  soient  AC  et  BD  se« 
diagonales. 

Les  côtés  AB  et  CD  sont  égaux  comme 

côtés  opposés  d'un  parallélotTamme;  les 

angles  A  et  B  du  triangle  AOB  sont'res- 

liectivemeiit  égaux  aux  angles  C  et  D  du 

triangle  COD,  comme  alternes- internes 

Donc  les  triangles  AOB  et  COD  sont  égaux  f  n-  47,  1"] ,  le  côté  OA  de 

le  ponit  0  est  le  milieu  des  deux  diagonales. 
Donc  les  dingoiiales  d'un  parallélogramme... 

93.  Réciproquement  :  Tout  quadrilatère  dont  les  diagonales  se 
coupent  en  leurs  milieux  est  un  parallélogramme. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  dont  les 
diagonales  AC  et  BD  se  coupent  en  leurs 
milieux. 

Les  triangles  opposés  AOB   et  COD 
sont  égaux  comme  ayant  en  0  un  aiiele 
égal  compris  entre  des  côtés  respective- 
ment égaux;  donc  Tangle  m  de  l'un  égale  m'  de  l'autre;  et  les  droites 
ai5  et  CD  qui  lormenl  ces  angles  sont  parallèles. 

De  même  le  triangle  AOD=:COB;  l'angle  n^n\  et  les  droites  AD 
et  CB  sont  parallèles.  Ainsi  le  quadrilatère  ABCD  est  un  parallélo- 
gramme. 

Donc  tout  quadrilatère  dont  les  diagonales... 

90.  scolie.  1"  Les  diagonales  d'un  losange  se  coupent  à  anqk  droit. 

boit  le  losange  ABCD;  celte  figure  étant  un  parallélouramme,  le 
point  0  est  le  milieu  des  deux  diagonales,  et  les  trianeles  DOAet  DOC 
^ont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  respectivement  égaux;  donc 
leurs  angles  en  0  sont  égaux  comme  opposés  aux  côtés  égaux  DA  et 
■>L,  et  ces  angles  sont  droits; 


2"  Les  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales.   En   effet,  dans  les 


i 

ii 


1 


m 
m 


?1»'?!i 


imcc* 
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trianglos  rerlan^^les  AMP,  et  BCD,  les  nn^r|es  droils  13  et  C.  sonlco.n- 

pns  entre  (les  cntés  resper-livcmcnt  .Vaux,  donc  ces  Iriai^es  sônl 

eKaux,  et  leurs  hypoléMuses  sont  (Valen.  i"d"oits  boni 

;i'  Dans  mi  cnrn-,  les  di,ui.n,nlcs  sont  égales,  cl  elles  se  coHvenl  en 


EXERCICES  SUR  LK   LIVRE  I 
Théorèmes  à  démont/er. 

«..wh!,.!"^'?'  ~   '•  ^'  ''"'■''  """'^''  "''i"ci'"ts  M.nt  siipi,lL.m<.ntairos,  leurs  bN- 
sccuic  .H  «,„t  perpcn,lic„lalres  l'une  a  lautrc,  et  ndp.oquen.c.nt. 

côtt^if.nlf  "     ''  '''■^■^'■^■"•'^•^"■^  '!«  <1«"^  ■•'"Bit...  adjacents  n'est  pas  .ln.lt,  r. 
cotes  extei leurs  ne  sont  i)as  en  llgna.lrolto.  "i.  k-- 

^^^  a.^^_Les   bl.seetrlccs  de   deux   angles  opposas  par   le  sommet  sont  en  ligne 

..o:;  is:£;::£::^z  ^r^û^  '"^^"'"^^  "-  ""^^-  -«-  ^™t 

5    La  distance  du  milieu  d'une  droite  à  un  point  (lUelcondu,-  nris  «ur  mtt . 
;;.-o.to,^éga.o  la  denu. différence  des  distances  de  ce  loint  allx  'xJS"";: 

G    La  .llstance  du  milieu  d'une  droite  à  un  point  (.u.'lcon.iue  nris  sni^  i,. 

r°x':i''s;r,,r:"'  *-  '"  "™" ■■■»  "'•  "'"'"«■•  •'«"«"'«' 

cette  droite  dOternilne  dans  l'angle  primitif  l'^irutis  que 

hof;  dï'S  anï  ,'r ,"  "•"'-"':"°  ''.""  ""«"^^  ^'*  ""'^  "'"'''  n"flcon.,ue  mené,, 
uois  uo  cet  angle  par  le  sommet,  égale  la  demi -somme  des  angles  nue  forme 
cette  droite  avec  les  c.'.tés  de  l'angle  i.rimitif.  ^      ^  " 

h  mrZnt'n^lt'''^^  "'  "''"'!"•'«-  •••  «'  '•«'  Joint  les  trois  sommets  .l'un  triangle 

ins      .  ,1  '"f  ""''""V"''-^  "  l''nt"'i^'"'-.  la  somme  des  trois  lignes  intérieures 

0  *''î''^^%^^'  ^■"""«■'«e  '-'"tre  la  sonime  et  la  deml-sonune  des  , rois  côté. 

ictte  Se.        '        "  '""'  "'"""  '^'^'  ^"^■'^"len.ent  distant  des  extrémités  ,1e 

Triangles    -  11.  La  hauteur  d'un  triangle  est  moindre  ,iue  !a  demi-sonnne 
des  ,leux  cotés  ,,ui  partent  du  mémo  sonunet 

troiï'e^tés!'"™'''  '''■'  "■°"  '^""t'^"'''^"''""  triangle  est  moindre  que  la  somme  ,les 
ae^de^^ôtf  !:ÏcS""'^"'''""  ''■""'^'^  ^^'  '""^  "^'^'^  "-  '''  •'-"'— 

et  iî-.'n,i -;;^- ^r^  cf  ;;;;:„;;::""  ''-''"^"^  ^^^  ^"'""'•'-  "'"•«  '^  ^'^r'-^^- 

égJfe's'du  slm.'f 's!'"'"'''  '"'""'  ""-^  '^■""  "'"^^  "'""  •■'"«'*-''  ''^  '"^^  '"«tances 
tgaies  au  sommet,  se  rencontrent  sur  la  bissectrice 

et  hauteur  -ou  bien  b  ssectr  ce  et  hauteur,  -  ou  bien  bissectrice  et  médiane. 
IS.  -  M  deux  cotés  d'un  triangle  sont  inégau.x,  la  bissectrice  et  la  médian,' 


!  L'I  r.  sniil  coiii- 
s   Irianylos  suiil 

es  se  coupent  en 
:)is  un  reclaiijjlr 


ntiiiiTs,  leurs  bis- 

IC'llt. 

>t  ims  droit,   les 

et  sont  on  Ilgno 

re  angles  forment 

luo  iiris  .sur  cette 
IX  extrt^iuItOs  de 

nque  i)i-i.s  sur  lu 
lices  de  ce  point 

iiclconque  nieii(!e 
gles  partiels  que 

iielcon(|iie  menée 
ngles  que  forme 

lets  d'un  triangle 
giies  intérieures 
s  trois  côtés. 
2  la  perpendlcii- 
}s  extrémités  de 

'  la  demi-somme 

0  la  somme  des 

la  demi-somme 
tro  le  périmètre 

à  des  distances 

0  les  côtés  i'i  des 

la  fois  médiane 

icc  et  médiane. 

et  la  médiane 
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enmprlses  sont  l'iiiio  et  l'antre  plus  grande  que  la  hauteur  (pil  pan  du  mCme 
xiiimiet. 

19.  Ktaiit  donné  un  angle  (lueleonqiie  A,  si  l'on  jiurte  sur  les  côtes,  des  dis- 


tances  égales  AH  et  AD,  AO  et  AH,  les  droites  l!l';  et  CD 
égales,  et  se  rencontrent  sur  la  bissectrice 
L'O.  Un  triangle  Isocél' 


menées  en  croix  sont 


e  a  deux   inmtenrs  éga'cs,  deux  bissectrices  égal(s,   et 


es  milieux  des  côtés  égaux 


deux  méillanes  égales  ;  les  perpemllculalres  élevées  sur  1 
et  terminées  aux  côtés  opposés  sont  aussi  égales. 

21.  Un  triangle  e.st  Isocèle  lors(iu'll  a  deux  hauteurs  égales,  ou  deux  médianes 
égales;  11  en  est  de  même  lorsque  deux  des  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milieux  des  côtés  et  terminées  aux  côtés  opposés  sont  égales. 

•2->.  Démontrer  dlri'ctement  que  tout  iiolnt  pris  hors  de  la  bissectrice  d'un 
angle  est  Inégalement  distant  des  deux  côtés  de  cet  angle. 

Parallèles.  —  L'iî.  «i  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles,  leurs  bl.s.sectrlccs 
sont  parallèles  ou  perpendiculaires. 

24.  Si  deux  angles  ont  lus  côtés  respectivement  porpendiculalrcs ,  leurs  bls.sec- 
triées  sont  perpundlculairus  ou  parallèles. 

Polygones.  —  26.  Dans  un  triangle  isocèle  la  somme  des  distances  d'un 
:  dut  quelconque  de  la  base  aux  deux  côtés  égaux  est  constante. 

2«.  l'our  un  point  quelconque  pris  sur  le  prolongement  do  la  base  d'un 
triangle  isocèle,  la  différence  des  distances  aux  deux  autres  côtés  est  constante. 

27.  l'our  un  point  quelconcpie  jirls  h  rintérieur  d'un  triangle  é(pillatéral ,  la 
somme  des  distances  aux  trois  côtés  est  égale  l'i  la  hauteur  du  triangle. 

25.  La  droite  qui  Joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un  triangle  est  parallèle 
au  troisième  cOté  ,  et  égale  à  sa  moitié. 

29.  Les  parallèles  menées  par  les  .sommets  d'.un  triangle  aux  côtés  opposés, 
forment  un  nouveau  triangle  (lui  a  les  sommets  primitifs  pour  milieux  do  ses 
côtés. 

30.  Kn  joignant  par  des  dr(]ltcs'les  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  on  par- 
tage ce  triangle  en  (luatrc  triangles  égaux. 

31.  Les  trois  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  se 
rencontrent  en  un  même  point,  et  ce  point  est  éiiuldistant  des  trois  sommets. 

32.  Les  trois  bissectrices  d'un  triangle  su  rencontrent  en  un  même  point ,  et 
ce  point  est  équidlstant  des  tnds  côtés. 

33.  Les  trois  médianes  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  même  point,  et  ce 
point  est  situé  aux  2/3  de  cha(|uc  médiane  en  i)artant  des  sommets. 

34.  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  se  rencontrent  en  un  même  point. 

35.  Les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère  quelconque  sont  les  sommets  d'un 
parallélogramme. 

36.  Dans  un  quadrilatère  quelconque ,  les  droites  qui  Joignent  les  milieux  des 
côtés  opposés  se  coupent  en  leurs  milieux. 

37.  Les  bissectrices  intérieures  d'un  parallélogramme  .se  rencontrent  de  ma- 
nière i'i  former  entre  elles  un  rectangle. 

38.  Les  bissectrices  intérieures  d'un  quadrilatère  quelconque  se  rencontrent  de 
manière  ii  former  un  nouveau  (luadrilatère  dont  lus  aiiglus  opposés  sont  supplé- 
mentaires. 

39.  Les  bissectrices  Intérieures  d'un  rectangle  se  rencontrent  en  formant 
un  carré. 

40.  La  médiane  qui  tombe  sur  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  est  moitié 
de  cette  hypoténuse. 

41.  Si  une  médiane  d'un  triangle  est  moitié  du  côté  sur  lequel  elle  tombe,  le 
triangle  est  rectangle. 

42.  SI  un  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  est  moitié  de  l'hypo- 
ténuse, l'angle  opposé  ;'i  ce  côté  égale  V2  Ju  droit,  et  réclpro(piement. 


-«5i:M.m?!''fi.'J 
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43.  Tonto  droite  mcnéo  dans  un  parnllélogrammo  par  lu  i...l.it  do  ronoontre  dnw 

dûT::n';r,;.;.ir"""""^  "'"™''  '^''-^  p-'-'-oicpit ...  „o.i"r:: 

44.  rXMix  ^an.llélnKrainm(.M  Hont  t^gaiix  :  1»  lorsqu'ils  ont  un  anglo  égal  coni- 
\nlynnuuhym»  rc.spectlvom..nt  t^«anx;   -  2»  lorsqu'il.,  ont  doux  rm.  a 
cents  rospectlv,.meut  c^„anx,  ,.,  une  .llagonalc  .^galo  .t  do  n.ftn,.  „osl  Ion      - 
a»  lorsque  leurs  dlaBonales  .sont  .égales  et  se  coupent  sous  un  niOu,..  angle       ' 

n,f  n  Z  ""  ^'T^'"-''  "'  '"'"""  '""  J"'  "  '''^  """""-^  '!^'''  cAtA^  non  parallèles 
est  parallèle  aux  hases  et  égale  h  leur  .leud-sonnue;  et  la  partie  de  tU  ë  iro Ito 
comprrse  entre  les  deux  diagonales  est  Ogale  .V  la  dend-dlfférence  des  bis     ' 

.otii;::ti:;tïï!p;;:,n;:r''''''^'™'""''^^^ 

.nlL'""''  "''■■""■"='t'''"'H  «ont  égaux  :  1"  lorsqu'ils  ont  trois  cfltés  et  les  deu^ 
angles  compris  res,.ectlven,ent  égaux;  -  2"  lorsqu'ils  ont  deux  côtés  eu  é^ 
cutifset  les  trois  angles  adjacents  resp,.ctlve„,ent  égaux;  -  .T'  lorsqu  Iso,  „  , 
angle  égal  et  les  quatre  côtés  respectivement  égaux   ei  placés  dm's  ,o  mômè 

48.  Dans  un  triangle  rectangle,  la  médiane  et  la  hauteur  qui  parv-ht  du  som- 
met  de  l'angle  droit  font  entre  elles  un  angle  égal  à  la  dlfféren  :o \'e«  "nX 

49.  A  un  plus  grand  côté  d'un  triangle  correspond  une  plus  petite  uiédlane 
pérlmire!"""""     ''  ''"""'''  "'""  '"'''''''  ""'  '^'"^  grande  que  les  ^^2 

51.  Dans  un  quadrilatère  quelconque,  les  droites  qui  Joignent  les  milieux  des 
dmgomde".       "°  '■*'""''"*'-°°'  ""  ''^"'«»  'l"  '■''  '"-o'to  nul  Joint  les  milieux  de:: 

52.  SI  par  le  point  de  concours  dos  bis.sectrlccs  d'un  trlansle    on  mènn  .,nn 
parallèle  à  l'un  des  côtés ,  cette  ligne  égale  la  som>no  des  se|mmu"  dominé 
sur  les  deux  autres  côtés,  et  compris  entre  les  p;r;r;èles.  "cicimincs 

Lieux  géométriques  à  trouver. 

1.  Lieu  des  points  également  distants  do  deux  droites  parallèles 

2.  Lieu  des  sommets  des  triangles  qui  ont  raôrao  ba.so  et  mômo  hauteur, 
hauteur  "        ''™*''''        P'»''a'''i'osr«mmcs  qui  ont  la  môrae  ba.so  et  la  même 

4.  Lieu  dos  milieux  des  droites  menées  d'un  point  donné  h  une  droite  donnée 
S    Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun  d'eux  à  deux- 
droites  données  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

C    Lieu  des  points  tels  que  la  différence  des  distances  de  chacun  d'eux  i  deux 
droltcsdonnées  soit  égale  à  nue  ligne  donnée.     • 

Problèmes. 

1.  Est-Il  toujours  vrai  qu'un  point  en  mouvement  engendre  une  ligne,  qu'une 
S.an/u::'v:;r;"^""'"  "■"  -''''''''  ''  ■^"•""^  ^"    •■-  ->  -uven.ent 

3  i!;.s  r^tr,": ''«^^r?'"  ''•""■  •^"■•"•^^  '  '  •'""••"'  '  ^  — •  ^ 

3.  Quel  angle  font  les  deux  aiguilles  d'une  horloge  quand  11  est  2  heures  moins 
i.z  minutes  r 

4.  Quel  est  le  complément  d'un  anslo  de  S.'î»  Ti'  n"  ■>  —  Quel  est  le  sunnié 
ment  de  ce  môme  angle  ?  •         •>:  t    c  ^uj  int 

5.  Quel  est  l'angle  qui  a  pour  supplément  470  45'  ? 

6.  Quelle  est  la  moitié  de  l'angle  l28o  17'  ? 


it  (lo  ronpontrn  ûvk 
est  nommé  csntrr 

n  nriRlo  é^al  coni- 
(ItMix  cfttiVs  adjii- 
ifliiK!  position  ;  — 
i(''mc  angle. 
tau  non  iparallèlps 
tlo  (lo  cctto  droite 
■nce  dos  bases, 
est  comprise  entn,' 

cAtôs  et  les  rten."? 
deux  eotés  consé- 
"  lorsi|ull.sont  un 
lia  dans  Je  luônie 

il  par„"I^t  dn  som- 
iren  .0  t'es  angles 

s  petite  liif^dlane. 
do  que  les  -'/i  du 

nt  les  milieux  des 
i  les  milieux  des 

0,  on  mène  une 
iienta  déterminés 


61es. 

finie  hantonr. 

base  et  la  même 

10  droite  donniV;. 
un  d'eux  ù,  deux 

;un  d'eux  à  deux 


ne  IlRue,  qu'une 
!  en  mouvement 

î,  à  2  heures,  h 

t  2  heures  moins 

lel  est  lo  supplé- 
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7.  Calculer  la  valeur  angulniro  égale  h  7  fols  128'  34'  n"  (A  ? 
blsLlSes?"^'''  ''*'^'"'"^''  ""^  °n«omblo  ica»  48';  quel  OHt  l'anglo  dcM  deux 

9.  Dans  quel  cas  l'auRlo  des  bissectrices  do  deux  angles  adjacents  est-Il  aigu  ■' 
-Dansquel  cas  est-il  obtus? 

doinés?'"   ^""''"  '""'''  '""""    '''°**^'''''  ""    ''"'"'   •^'''"•'"•"'nnt  <!«   trois  point, 
donnée?""  ''"'''"   ''"'"  ''°"''   ^''""''''''  ""   ''"'""   *^''""l''''""t  '1"  trois  droites 

scn?bioÏ"an"lf  droTs'r  '"  ^'"'^  "'""  '"''"''"'  '^""*   "^^  ■^"«"'^  ^'"-^  - 
vnnff?";'."-,'"'.]   ""'y»""''  '••-'K"""'-  «-t-'l  <>''  Côtés,   Hl  SOU    auglo   Intérieur 

\  il  lie    1    (ll'Oltj      /7  f 

14.  Peut-on  faire  un  carrelage  avec  dos  carreaux  tal".'s  en  triangles  é.iulla- 
téraux  égaux  ?  -  Avec  d.^s  carrés  égaux  ?  -Avec  des  peni  ,'o„es  réguliers  égaux  ï 
A-, ec  des  hexagones  réguliers  égaux  ?  b  b  '»  v  f 

15.  Quelle  heure  est-il  lorsque  la  petite  aiguille  d'une  horingo  se  trouve  entre 
.'  et  S  heures,  et  ((uo  l'anglo  des  deux  aiguilles  est  60  degrés? 


pj- 


.4:; 
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Définitions. 

07.  La  circonl'ei'rncc  est  iim;  courlio  plnno  et  fornu'i»  dont  Iniis  les 
points  sont  LMiuiclislauts  (Piiii  point  inti'Tiour  qu'on  notnrno  icnirr. 

On  appelle  j'aj/n»  toute  droih;  (jui  jnint  leconlrc 
à  un  point  ((uelconquo  de  la  circonférence.  — 
Exfniple  OA. 
Un  (U'c  est  une  pnrlie  quelconque  de  la  cir- 
]C  conférence.  —  Exemple  DI'^F. 

Une  coi'dc  est  une  droite  qui  joint  deux  jioints 
quelconques  de  la  circonférence.  —  Telle  est  1)F. 
Un  dinmitre  est  une  corde  qui  passe  par  le 
centre.  —  Exemple  P>('.. 
On  nomme  si'canle  loute  droite  qui  traverse  la  circonférence;  la  sé- 
cante n'est  qu'une  covdc  proloiii,'(''e. 

Un  anfilr  au  centre  est  un  anyle  formé  par  deux  rayons.  —  Exemple  : 
l'antrle  AOC. 

U8.  Le  cercle  est  la  surface  plane  limitée  par  la  circonférence. 

Un  secleur  eircitlairc  est  la  surface  comprise  entre  deux  rayons  et 
l'arc  qu'ils  déterminent.  —  Exemple  AOC. 

Un  scf/mcnl  eirciditire  est  la  surface  comprise  entre  une  corde  et 
l'arc  qu'elle  sous-tend.  —  Exemple  1)FE. 

'.tO.  Remarque,  1°  Tous  les  rayons  d'un  même  cercle  sont  égaux, 
ainsi  que  tous  les  diamctrcs;  le  dianxi'tre  vaut  deux  rayons; 

2"  Deux  cercles  de  même  rayon  sont  cyaux,  et  réciproquement; 

S"  La  circonférence  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  dis- 
tance au  centre  est  égale  ati  rayon; 

4"  Pour  faire  coïncider  deux  jercles  égaux,  il  suffit  de  les  placer 
dans  le  même  plan,  centre  sur  jentre. 

Proposition  i.  —  Théorème. 

lOfl.  Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  circonférence  en  plus 
de  deux  }Joints. 
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('. ,  d'une  circonféri'i 


ii'o  ,  pussi'iil  apparliMiir  à 


une  Miûmc  lif-Mio  dmil.',  il  y  aurait,  du  rmlre 
à  cette  li>.Mio,  trois  droites  i'j;ali's,  OA,  OU, 
on,  ce  (pii  est  inijinssible  [n"  3H,  ;!■>). 


Donc 


loir  li(jnc  I- 


trnilc 


II 


rncun 
Proposition  II,  —  Théorème 


Irc) 


101.   Tout  diamètre  divise  le 


lies  ('//( 


lies. 


rerrie  et  la  circonférence  en  deux  par- 


Kn  ellel,  si  l'on  f.iit  tourner  la  parti''  A.MH 
de  la  ll>.'urc  autour  du  diamètre  Ali,  un  point 
ijuelcoïKjue  M  de  l'are  supérieur  resli'i'a  lou- 
joiirs  à  la  même  dist;irice  du  centre;  donc  ci> 
point  ne  pourra  (omlior  ni  en  di'dans  ni  on  de- 
iiors  de  l'arc  inlV'ricur  AM>  (  n"  U',» ,  >]. 

Los  deux  parties  de  la  (ifjfurc  sont  é},Mlcs,  puis- 
qu'elles roïncideid. 

l)ouc  lonl  diamètre... 

Proposition  III.  —  Théorème. 

M)2.  Toute  e.mle  es?  plus  jietilc  que  le  dia- 
mètre du  même    :rele. 

En  ellet,  la  corde  AH  l'Ianl  une  ligne  droite, 
e-t  plus  courte  que  la  ligne  brisée  AO-hOB, 
laquelle  est  égale  au  diamèlre  CU. 

])onc  toute  rovde... 

Proposition  IV.  —  Théorème. 

103.  La  plus  courte  distance  d'un  point  à  une  circonférence  est  ta 
partie  du  rayon  comprise  entre  ce  point  et  la  circonférence  si  le  point 
est  intérieur;  c'est  le  prolongement  du  rayon  mené  vers  ce  point,  s'il 
est  extérieur  au  cercle. 

1"  r<oil  A  un  point  intérieur,  OAB  le  rayon  mené  par  ce  point,  et 
AC  une  droite  inouée  de  ce  même  point  à  un 
point  quelconque  de  la  circonférence. 

En  menant  le  rayon  OC,  on  a  OC.  <0A-,  AC, 
ou,  en  remplaçant  OC  |iar  OA-t-AB 

0A-+-A1',<0A-+-AC 
et  en  retranchant  OA  de  pari  et  d'autre 
AB<AC. 

2"  Soit  A'  un  poiul  oxlérieur,  OA'  la  droite 
ijui  joini  ci;  point  au  centre,  et  A'C'  une  droite 
menée  de  ce  même  point  à  un  puint  quelconque 
de  la  circonférence. 

En  menant  le  rayon  OC,  on  a  AB'- 

d'où,  on  retranchanl  les  rayons  BO  et  CO, 

Bouc  la  plus  courte  distance  d'un  point... 
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Ifl'i.  Corollaires.  1"  La  droilc  AB  donne 
la  vraie  distance  du  point  A  à  la  circonl^'- 
rence. 

2"  Le  lion  !.a'omé(riquc  des  points  si- 
tués à  une  dislance  donnée  a  d'une  circon- 
l'érence  de  rayon  r,  se  compose  de  deu.\ 
autres  circonférences  concentriques  à  la 
première,  et  ayant  pour  rayon^,  l'une 
r-+-a,  el  l'autre  7" —  n. 


Proposition  V.  —  Lemme. 

lOo.  Day^s  un  nv'me  cercle  ou  dans  des  cercles  cqaux  : 
1"  Deu.c  angles  au  rentre  cfiaux  interceptent  des  arcs  égaux; 
•2"  Un  plus  grand  angle  au  centre  embrasse  un  plus  grand  are. 

1°  Soit  l'angle  AHG  égal  à 
DEF.  On  peut  superposer  les 
deux  cercles  de  manière  que 
le  rayon  BA  s'applique  sur 
son  égal  El);  les  deux  cer- 
cles   coïncideront  ;    l'angle 
ABC    s'appli(|uera   sur  son 
égal   DEF,  et  l'arc   AO  se 
confondra   avec   DF  ;    donc 
ces  arcs  sont  égaux. 
2°  Soit  l'angle  ABC  plus  petit  que  DEG.  Posons  le  premier  cercle 
sur  le  second  de  manière  que  les  rayons  BA  et  EU  coïncident.  L'angle 
ABC  ne  couvrira  qu'une  partie  de  l'angle  DEG ,  et  l'arc  AC  une  partie 
seulement  de  l'arc  DG.  On  a  donc  AC  <  DFG, 
Donc,  dans  un  même  cercle  ou  dans... 

100.  Réciproquement  :  A  des  arcs  égaux  correspondent  des  angles 
au  centre  égaux,  el  à  un  plus  grand  arc  correspond  un  plus  grand 
angle.  (Mêmes  figures.) 

1"  Soit  l'arc  AC  égal  à  DF.  Il  en  résulte  que  l'angle  ABC  égale 
DEF,  car  si  ces  angles  étaient  inégaux ,  les  arcs  interceptés  le  seraient 
aussi  (n"  lOo,  2"). 

2"  Soit  l'arc  AC  plus  petit  que  DG.  11  en  résulte  que  l'angle  ABC 
est  aussi  plus  petit  que  DEG  ;  car  si  ces  angles  étaient  égaux',  les  arcs 
interceptés  le  seraient  aussi  (n"105,  1»);  et  si  l'angle  ABC  était  plus 
grand  que  DEG,  l'arc  AC  serait  aussi  plus  grand  que  DG,  ce  (|ui  est 
contraire  aux  données... 

Donc,  à  des  arcs  égaux  correspondent,.. 

Proposition  VI.  —  Théorème. 

107.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  : 

l"  Deux  arcs  égaux  sont  sous-lendus  par  des  cordes  égales; 

2°  Un  plus  grand  are  est  sous-tendu  par  une  plus  grande  corde. 
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1"  Soient  AMB  et  CND  deux  arcs  égaux;  me- 
nons les  rayons  OA,  OB,  QG,  OD. 

Les  deux  arcs  AMI?  et  CND  étant  égaux,  les 
angles  au  centre  AOB  et  COD  le  sont  aussi 
(n"  106);  donc  les  triangles  AOB  et  COD  snnf 
égaux  comme  ayant  un  angle  égal  on  0,  com- 
pris entre  des  côtés  l'gaux;  ainsi  AB  égale  CD. 

2"  Soit  l'arc  AMB  plus  grand  que  CND;  me- 
nons les  rayons  OA,  OB,  OC,  01). 

Puisque  l'arc  AMB  est  plus  grand  que  CND, 
l'angle  au  centre  AOB  est  aussi  plus  grand  que 
COD  (n"  lOfl);  ainsi  les  deux  triangles  AOB  et 
COD  ont  deux  côtés  respectivement  égaux,  et 
l'angle  compris  AOB  plus  grand  (jue  CÔD;  donc 
le  troisième  côté  AB  est  plus  grand  que  CD 
fn"  50). 

Donc,  dans  un  même  cercle  ou  dans... 

108.  Réciproquement  :  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux  : 

_  1»  Deux  cordes  égales  som-tendent  des  arcs  égaux;  car  si  ces  arcs 
étaient  inégaux,  les  cordes  seraient  aussi  inégales  (n"  107,  2"). 

2'>  Une  plus  grande  corde  sous-lend  un  plus  grand  arc; "car  si  les 
arcs  étaient  égaux,  les  cordes  seraient  aussi  égales;  et  si  le  premier 
arc  était  plus  petit  que  le  second,  la  première  corde  serait  plus  petite 
(|uo  la  seconde,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse... 

109.  scolie.  Dans  toutes  ces  relations,  il  ne  faut  consid(Ter  que  des 
arcs  moindres  que  la  demi-circonférence  :  si  un  arc  dépasse  la  demi- 
circonference,  à  mesure  qu'il  augmente,  sa  corde  diminue. 

Proposition  VII.  —  Théorème. 

110.  Tout  rayon  perpendiculaire  à  une  corde  divise  celle  corde  et 
l  arc  sous-tendu  en  deux  parties  égales. 

Soit  le  rayon  OD  perpendiculaire  à  la 
corde  AB;  menons  les  rayons  OA  et  OB, 
et  les  cordes  DA  et  DB. 

1"  Par  rapport  à  la  droite  AB,  les 
rayons  OA  et  OB  sont  des  obliques  égales  ; 
donc  leurs  pieds  A  et  B  sont  équidistanls 
du  pied  C  de  la  perpendiculaire  (n»  ;]8j, 
et  l'on  a  (;A=:CB. 

2"  Les  cordes  DA  et  DB  sont  deux  obliques  égales,  comme  avant 
leurs  pieds  equidistants  du  pied  de  la  perpendiculaire  n"  37  '^o)'  ces 
cordes  étant  égales,  les  arcs  sous -tendus  DA  et  DB  «ont^é-iux 
^'n"  lus).  -i  -"   -uni  tt,aux 

Donc  tout  rayon  perpendiculaire... 

m.  Scolie.  La  droite  0!)  remplit  quatre  conditions,  dont  deux  suf- 
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fisent  pour  la  dôlerminer;  et  celle  remarque  fournil  six  |iropositious, 
que  l'on  peuL  élaijjir  séparémonl,  mais  qui  se  trouvent  toutes  démon- 
t"i';es  par  Tune  quelconque  d'entre  elles  : 

1"  Toitl  vdijon  perpcniUvulairc  à  une  corde  tllvisc  Ci'llc  rordc  et  l'arc 
sous-loidu  en  deux  parllcs  égulcs; 

2"  TuutcjicrpcndicuUdre  mcncc  par  le  milieu  d'une  corde  passe  par 
le  centre  cl  par  le  milieu  de  l'arc  sous-lcndu  ; 

3"  Toulc  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  d'un  nrc  sur  la  eordc  . 
jHisse  au  milieu  de  celle  corde  cl  au  eenire  du  cercle; 

4"  Toul  rayon  mené  par  le  milieu  d'une  corde,  passe  aussi  par  le 
milieu  de  l'arc  sous-tendu,  et  est  perpendicalaire  éi  la  corde: 

[y"  Toul  rayon  mené  par  le  tnilieii  il'un  arc  est  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc; 

G"  Toute  droite  menée  par  tes  milieux  d'une  eordc  et  de  l'arc  sous- 
lendu,  passe  aussi  par  le  centre  et  est  )ierpcndieulaire  à  la  corde. 

Ces  pro|iriétés  sont  vraies  pour  les  deux  arcs  que  sous-tend  une 
même  corde. 

112.  Corollaires.  1°  Pour  diviser  «h  arc 
donné  en  deux  parties  égales,  il  sulTit 
d'élever  une  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  corde  qui  sous-tend  cet  arc; 

2"  I.a  ])crjiendiculairc  indéfinie  T.D  menée 
par  le  milieu  d'une  droite  AB ,  esl  le  lieu 
des  centres  des  dironfércnces  qui  passent 
])ar  les  extrémités  A  et  B  de  cette  droite. 

Proposition  VIII.  —  Théorème. 

113.  Par  trois  points  donnés  non  en  liipu;  droite,  on  jieul  faire 
passer  une  circonfhrnce,  et  on  ne  peut  en  faire  passer  qu'une. 

Soient  A,  B,  G,  trois  points  donnés  non 
en  ligne  droite.  11  s'agit  de  prouver  (ju'il 
existe  un  point  équidistant  de  ces  trois 
points,  et  qu'il  n'y  en  a  iju'un  seul.  Menons 
DE  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  FG 
perpendiculaire  au  milieu  de  BG,  puis  la 
droite  I)F. 

L'angle  m  est  aigu ,  comme  étant  moindre 
que  l'angle  droit  EDB;  il  en  est  de  même 
de  l'angle  n. 
La  somme  dos  deux  angles  intérieurs  m  et  n  esl  donc  moindre  que 
lieux  angles  droits,  et  les  droites  UE  et  FG  se  rencontrent  (n"  73). 

1"  Le  point  commun  0  appartenant  à  la  première  droite  DE,  est 
équidislant  de  A  et  de  B  (n"  :V,));  ce  même  point  0  appartenant  à  la 
seconde  droilc  FG,  est  équidislant  de  B  et  de  G.  Ainsi  les  trois  dis- 
tances OA,  OB,  OG,  sonl  égales;  et  la  circonférence  décrile  du  point  0 
comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  [lassera  par  les  trois  points  A, 
B,  G  (n"9.l,3"). 
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2"  Toute  circonférence  qui  passera  nar  !,■<  nr.ini  ■  A  .  i  i. 
c^ssairement  son  centre  L  la  droitlhutélir ",;'(!     .f^,":; 
toute  circonférence  .p..  passera  par  les  points  li  et  C,  a 'm.  .  ".vl  i.. 
ment  son  centre  sur  la  droite  indéfinie  FG.  Ainsi  ,,u    I  ,,,,'" 

S:r  dets^diu^'dixSîe!;:''' """''^^'"  ^''  •^'  '""'""•  i-i '■".-: 

Donc  par  trois  poiïils  donnés... 

114.  ScoHo.  l"  Pour  trouver  le  contre  d'un  arc  nié.  AllC  jl  m,m, 

do  tracer  deux  cordes  quelconques  AD  et  BG    d  <ré.|,.v  ., 

tli''nlaires  en  leurs  milieux;  '  '^  '  ''""  ''"''l"'"" 

2"  Si  Ton  fait  passer  une  circonférence  par  les  Irois  s,m,M,„i.  ,i-., 
triangle,  celte  circonférence  est  ciVco».vcT// •  au  lii     I.  '  '" 

est  inscrit  à  la  circonférence;  l"aiiKle, ,.(  |,,  inan^lo 

'S"  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieu.c  des  Imi..  ,.,;/,;.  ,/•„„ 

;:;w?'^  co«co«rc,,«  en  un  même  point;  et  ce  point  e,  Zë Ma 

cercle  circonscrd  au  triangle.  'tniiciiu 

Proposition  IX.  —  Théorème. 

Ilo.  Dans  tm  même  cercle  ou  dans  des  cercles  éaau.r,  dcnj,  corde, 
égales  sont  egalemenl  éloignées  du  centre,  cl  une  'plus  a  Z-^2 
est  plus  rapprochée  du  centre.  '        W""""  <^»'«' 

1»  Soient  AB  et  CD  deux  cordes  égales,  CE 
et  Ul-  les  perpendiculaires  qui  représentent  les 
distances  de  ces  cordes  au  centre  0.  Les  points 
£i  et  h  sont  les  milieux  des  cordes  AB  et  CI» 
[n"  11(1);  et  comme  ces  cordes  sont  égales,  leurs 
moitiés  AE  et  GF  le  sont  aussi. 

rii  l'on  mène  les  rayons  OA  et  OG,  les  triaii.des 

rectangles  OEA  et  OFG  sont  égaux  comme  avant 

liypolenuse    égale    et    un     autre    côté    '.•■gai 

OF  dTSuui;''""  '"  "'°'''''"'  '"'"  °^^  ^''^  ''"''  ''^"''^  '"^  l''"'^'^"'«  cùtc 

2"  Soit  la  corde  AB  plus  petite  que  Gj),  ,4 
soient  OF  et  OG  les  distances  de  ces  cordes  au 
centre  G. 


M^  — 


L'arc  AMB,  est  plus  petit  que  GNl)  (noIOS, 
donc  sjron  porte  le  premier  arc  en  GNE, 
égale  à  AB,  se  Irouvera  dans  l(! 
lale  à  GF, 
sera  par  consé- 


la  corde  GE 

segment  GD.Nfla  distance  OH 


coupera  donc  la  corde  CD ,  et 

quent  plus  grande  (jue  OG. 
Donc,  dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égau, 
116.  Réciproquement:  l-  Deux  cordes  é<,aUmcnl  ch.i, 


^     ,    ■      ,         -       .  .' ^■•-  -•■■•gnées  du  centre 

sont  égales;  car  si  ces  cordes  étaient  inégales,  leuiH  (iJHliin.TH  au 
centre  seraient  ausssi  inégales; 

2"  Une    corde  plus  rapprochée  du  centre  est  plus  grande;  rur  hI  lu 


U.l  1   'I  ".,  '  ,»  -■.    '■ 


s  Çt 


;'**;: 


m 


m 
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conlos  (•liiic'iili'gnles,  elles  seraient  également  éloignées  du  centre;  cl 
si  la  i)n;nii6ro  corde  était  la  plus  petite,  sa  dislance  au  centre  sérail 
plus  grande,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse... 


§   II- 


TANGENTES 


Définitions. 


„£L. 


117.  On  appelle  tangente  toute  droite  indéfinie  qui  n'a  qu'un  point 
commun  avec  la  circonférence.  Ce  point  commun  est  nommé  point  de 
euiitdii, 

Lorsipruiie  droite  est  tangente  ù  une  circoni'érence ,  la  circonl'érence 
est  elle-même  laiigenle  ù  la  droite. 

118.  Une  tangente  AB  peut  être  considérée  :  1"  Comme  la  limite  des 

positions  que  prend 
une  sécante  DE  qui 
se   meut   parallèle- 
ment à  elle-même  en 
s'éloignant  du  cen- 
tre, jusqu'à  ce  que 
les  deux  points  d'in- 
tersection D  et  E  se 
confondent    en    un 
seul  ; 
2"   Conmic  la   li- 
niilc  (les  positions  que  prend  une  sécante  CD  qui  tourne  autour  du 
point  C,  juHipi'à  ce  que   le  second  point  d'intersection  se  confonde 
avec  le  premier. 

Proposition  X.  —  Théorème. 

ll'J.  Toute  droite  perpendieulaire  à  l'extrémité  d'un  rayon  est  tan- 
gente à  la  circonférence. 

Boit  la  droite  AB  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  OC.  Ce  rayon  OC 
sera  lui-même  perpendiculaire  sur  AB,  et 
toute  autre  droite  OD  sera  oblique,  et  par 
conséquent  plus  longue  que  le  rayon  OC. 
Ainsi  la  droite  AB  n'a  que  le  point  C 
commun  avec  la  circonférence. 

Donc  toute  droite  perpendiculaire... 

l'.'O.  Hi'i'ipiixpiement  :  Toute  droite  tangente  à  iine  circonférence  est 
perpendieitl'iire  au  rayon  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

(Même  figure,) 

Soit  OC  lo  rayon  mené  au  point  de  contact  de  la  tangente  AB. 
A  l'e.xceplion  <lu  point  C,  tous  les  autres  points  de  AB  sont  hors  du 
cercle;  OC  es!   donc  la  plus  courte  ligne  que  l'on  puisse  mener  du 


es  du  centre;  cl 
lu  centre  sérail 


n  a  qu  un  poiiil 
lomnié  point  de 

la  circonlerence 


me  la  liniilc  de? 
ions  que  prend 
sécante  DE  qui 
fieut  parallèle- 
[  à  elle-même  en 
ignant  du  cen- 
jusqu'ù  ce  que 
eux  points  d"in- 
;clion  D  et  E  se 
ondent    en    un 

Comme  la  li- 
urne  autour  du 
on  se  confonde 


i  rayon  est  tan- 

"pendiculaire  à 
Ce  rayon  OC 

aire  sur  AB,  et 
oblique,  et  par 

le  le  rayon  OC. 

que  le  point  C 

mce. 

idiculairc... 

;irconfcrence  est 

'itact. 

:  figure.) 

a  tangente  AB. 

B  sont  hors  du 

misse  mener  du 
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point  0  à  la  droilo  Ali.  Ainsi  ccito  litme  OC  est 


et  n'ci|)ro(|uoiuonl  la  lani/i'nte  Al 


perpendiculaire  à  AB, 


D 


oiiG  taille  droite  Im 


l'st  perpendiculaire  au  rayon  OC 


121.   Corolla 


1„    [. 


d' 


rayon  (pu  aijotilit  à  ce  poiiil; 


iji'Dle  II  une  cireoiiférencr 
lur  mener  nne  lanrjenle  en  un  jioinl  don 


une  eireinijereiiee,    (ui   rlùve  une  perpendiculaire  à   l'cxtréniilo  du 


'1°  l' 


ur  tout  point  donné  sur  une  circonfércnee,  on  peut  men 


lançjente ,  et  une  seule 
'•i"  La  iterpendieulnire  aln 


er  une 


du 


eentri 


sur  une  tanijentc  aboulil  au 
point  de  eonlnct ; 

¥  Le  lien  des  centres  des  cirron- 
l'érenees  dérrites  ni)ic  un  rayon  don- 
né a  tangentiellcnient  à  une  droite 
donnée  AB ,  se  compose  de  deux 
droites  parallèles  à  AH,  et  situées  de  part  et  d'autre  à  une  distance 
égale  au  rayon  tloiiné. 

Définitions. 

122.  Une  droite  est  normale  en  un  point  d'une  courjjo,  lorsqu'elle 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  nn'n.'e  par  ce  même  point. 

Une  droite  est  obliiiue  >n  un  point  d'une  courbe,  lorsqu'elle  est 
oblique  à  la  tangente  menée  par  ce  même  point. 

L'nehaiiue  point  d'une  eirconférenee ,  on  peut  mener  une  normale, 
et  nn  n'en  peut  mener  qu'une;  et  celte  normale  passe  par  le  centre. 

La  distance  d'un  point  quelconque  à  une  circonférence  est  rcpi'é- 
scnlée  par  une  droite  normale  à  cette  circonférence  {n">  103  et  lO'i]. 

Proposition  XI.  —   Théorème. 

123.  Deux  droites  pai-allèles  inlereeplcnt  sur  la  circonférence  des 
arcs  égau.i-, 

1"  Soient  les  parallèles  AB  et  Cl). 
Menons  le  rayon  01  perpendiculaire  à 
AH,  et  par  suite  à  CD  (n"  (i8).  Le  point 
I  sera  le  milieu  de  l'ai'C  AIH ,  et  en 
même  temps  le  milieu  de  l'arc  CID 
(no  110),  on  a  donc  :  IA  =  IB 

1C=:1D 

d'où  en  retranchant  membre 

à  membre  AC  =  B|i. 

2"  Soit  la  corde  CD  parallèle  à  la  tangente  EF.  Le  ravon  01  men(' 
au  point  de  contact  est  perpemiiculuire  à  la  laiigenle  Et'  (ii-  l'iUj,  et 
par  suite  à  CD;  il  divise  donc  l'arc  sous-tendu  CID  en  deux  parties 
égales; 

>  Soit  enfin  le  cas  de  deux  tangentes  parallèles  EF  et  Cil.  Me- 


■•■■•i-'f'J 
'"■•M 


H>  Hpii-?!<  r 


■■■•  ■■.iJi'én 
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nons  une  corde  quelconque  A.B  parallèle  à  EF,  et  par  suite  aussi  à 
GH.  En  vertu  du  ce  qui  vient  d'être  démontré,  on  a  :        lA  — IB 

MA  =  ,MB 
d'où,  en  additionnant  nienilire  à  nienilire  IAM  =  ).BM. 

Donc  deux  droites  parallrlrs  hilcrrrploil ... 

12'i.  Scolie.  Si  deux  laihjoilrs  VA''  cl  (ill  smil  pardllèlcs ,  Irs  raiiaDs 
01  cl  ()M  iiiou's  (ti(x  poiiils  de  canlacl  soni  en  liiiiie  ilmile.  Car  lu 
rayon  01,  iier|ienilicu!aire  à  EK,  est  aussi  perpeuilicLilaiiv  à  (JH,  ut 
se  confond  par  coiiséiiuenl  avec  ().\l  [n"'M]. 

12o.  Dénnitions.  Dcux  cii'conl'i'renccs  sont  lanrjeules  l(irs(|uV'llcs  se 
touchent  en  un  seul  point.  (Juand  elles  se  cnupeiil ,  elles  sont  sécantes. 

Proposition  XII.  —  Théorème. 

120.  Si  deux  eircoiiféreiices  ont  nii  point  eoinniun  en  dehors  de  lu 
lifine  des  ccidres ,  cites  ont  anssi  un  autre  jjoiut  roniuiun  syinétriijue 
du  pronier*. 

Soient  G  et  G  les  centres  de  deux  circonférences,  et  soit  A  un  point 

commun,  en  dehors  de  la  litiiie  des 
cenli'es.  Memius  AA'  perpendiculaire 
à  OC,  et  faisons  1)A'=  UA.  Il  s'agit 
lie  prouver  (jue  le  point.  A',  symé- 
lri(jue  de  A  par  rapport  à  0(f,  est 
commun  aux  deux  circonférences. 

Menons   OA,  OA',  GA,  C.A'.   Par 

suite  des  constructions,  la  droite  OC, 

est  perpesidiculaire  au  milieu  de  AA'; 

donc  (n"  30)  OA'  égale  OA,  rayon  de  la  première  ciiconli'rencu;  de 

même  GA'  éffale  GA,  rayon  de  la  deuxièm.     irconft'rence.  Ainsi  le  point 

A'  appartient  aux  deux  circoiderences  (n   'J'J,  3"). 

Donc  .Si  deux  circonférences  ont  un  potnt... 

127.  Corollaires.  \"  Si  dcux  circonférences  se  coupent,  la  distance 
des  centres  est  plus  petite  (jue  la  sionnie  des  rayons,  et  plus  ijrande 
(juc  leur  di/féreiice.  Car,  dans  ce  cas,  on  peut  construire  un  triangle 
AOC  avec  les  deux  l'ayons  et  la  ligne  des  centres  (n"  33)  ; 

2°  Si  deux  circonférences  sont  tangentes,  le  point  de  contact  est 
sur  II  ligne  des  centres.  Car  s'il  éiail  en  dehors  de  celte  ligne,  il  y 
aurait  un  autre  \nnrA  commun  symétrique  du  premier,  et  les  deux 
circonférences  seraient  s('cantes; 

3"  Si  deux  circonférences  sont  tangentes,  la  perpendiculaire  élccée 
sur  la  ligne  des  centres  par  le  point  de  contact  es'  une  tangente  com- 
mune aux  deux  circonférences. 

128.  Scolie.  Deux  circonférences  peuvent  occuper,  l'une  par  rapport 
à  l'autre,  cinq  positions  dillV'rentes  : 

*  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  .'i  nnc  drolto  lorsque  cette  droite 
est  purpondi'julaire  au  milieu  do  la  ligue  ([ui  joint  les  deux  points. 


t  V 

. ..  -f 


)ar  suite  aussi  ;i 
IA  =  IB 

lAM-^)i!M. 

7('/('N,  Irts  l'cn/nnn 
!•  ilviiilc.  Car  lu 
:uliiiiv  à  (jlH,  cl 

.■î  l(irs(|uV'llcs  se 
es  sonl  séranlcs. 


en  'leliors  (le  lu 
nun  syinrlriijiti; 

Lsoit  A  un  point 

(le  h\  iiijiie  di.'s 

perpendiculaire 

=  1JA.  11  s'ai,nt 

loint.  A',  symé- 

iport  à  OC,  est 

rconfércnces. 

CA,  CyV.   Par 

is,  la  droite  0(". 

1  milieu  de  AA'; 

rciinl'i'rence;  de 

e.  Ainsi  le  point 


:nt,  la  dhlancr 
cl  plus  uramlc 
lire  un  triangle 

S); 

l  de  ronluvl  es/ 
et  te  Hirne,  il  y 
ier,  et  les  deux 

diciihure  élevée 
:  tançioile  eoin- 

une  par  rapport 


rsque  cette  droite 
oints. 
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i"  Elles  peuvent  ùlrc  exIéneuresVnuc  ù  Taulrr;  alors  la  dislance  des 
centres  est  plus  irrande  quo  la  sonune  des  rayons  :     d~  !r-he')-+-e ; 

2"  Elles  peuvent  ùire  l^ninenles  e,r.iérienre,',ie)il ;  dans  ce  cas  la  dis- 
tance des  centres  est  éyale  .'i  la  soninir  des  ravons  :     d  =  r-+-r'  • 


UC  d 


>  Elles  peuvent  ùlre  ,'<ér,(iiles;  alors  la  distance  dos  rerdres  est  com- 
prise l'nire  la  somme  el  la  dinëreiice  des  rayons:  (r-h»'')>rf>(;-_r'l 
4"  Elles  peuvent   être  laiiumles  inléeicKremenl ;  et  dans  ce  r'as   la 

d=^r—  r  ; 


distance  des  centres  éyale  la  diIFérence  des  ravons 


CA>'  AA'.e 

5"  Enfm,  elles  peuvent  être  inlérieirres  l'une  à  l'autre;  alors  la  dis- 
lance des  centres  est  moindre  que  la  diiri'rence  des  ravons  : 
.  d=(r-e)-e. 

Deux  circonf(;rencrs  intérieures  peuveni  èlre  eoneenlriquei^ .  c'est- 
à-dire  avoir  le  mènn.'  centre;  l'espace  compris  entre  lus  ûi^^  circon- 
lérences  porte  alors  lu  nom  de  rourinmc. 

1-2'J.  Les  cinq  énonci's  relalil's  aux  positions  respectives  de  deux 
circonférences  domiunt  lieu  à  cinq  proposilions  iéci|iroques,  qui  se 
d';monlrent  par  réduelioi  à  rabsunlc.  Par  exenipl..',  si  Ton  donne  la 
dinhuiee  (/('.s'  rentres  cijale  à 
la  di/j'érenrc  des  rayons,  les 
circonlérences  ne  peuvent 
être  extérieures,  ni  intérieu- 
res, ni  sécantes,  ni  tangcnles 
extérii'urement  ;  elles  sont 
donc  tangentes  intériuure- 
ment. 

130.  Corollaires,  Le  lieu  des 
centres  des  circonférences 
décrites  avec  un  rayon  donné 
a,  'angentiellement  à  un  arc 
donné  AB,  se  compose  de  deux  arcs  CD  et  EF,  concentriques  au 


%-i 


m 


-  c  vv 


m, 


m'" 


!A  : 
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tj,  ol  l'autre  avec  la  dilTO- 


promier,  et  d(^crits  l'un  avec  la' somme  r 
renée  r  —  a  des  rayons. 


§  m.  -   MESURE  DES   ANGLES 

Définitions. 

131,  Mesurer  un  angle,  c'est  clii'i'clier  son  rapport  à  l'angle  choisi 
comme  unité. 

Dans  la  mesure  des  nniïles,  nn  emploie  deux  unités  principales,  sa- 
voir :  ïanijle  droit  et  Vauijle  d'un  dcijrr. 

432.  Outre  les  degrés  angulainïs,  on  considère  aussi  des  degrés 
d'ares:  un  are  d'un  di'gn';  eal  la  oGU'-'  partie  de  la  circonférence. 

L'arc  d'un  degré  est  |dus  ou  moins  grand,  selon  que  la  circonfé- 
rence est  elle-même  plus  ou  moins  grande. 

Un  arc  de  ISU  degrés  est  une  demi-circonférrnce;  un  arc  de  90 de- 
grés est  un  quart  de  circonfi'rence;  c'est  ce  que  Ton  nomme  (|uelquel'ois 
un  quadrant.  Deux  rayons  perpendiculaires  embrassent  un  quadrant. 

Un   arc  de    120  degrés  est  le  tiers  de  la  circonférence;  un  arc  do 

7' 
60  degrés  en  est  la  sixième  partie;  un  arc  de  72  degrés  en  est  les  r^^ 


1 


de  la  cir- 


ou  le  TT,  et,  en  général,  un  arc  de  n  degrés  est  les  .ttttt 

conférence. 
133. Remarque.  Si.  dans  un  cercle  quelconque,  on  conçoit  deux  dia- 
mètres perpendiculaires  Ali  et  CD,  et 
chaque  angle  droit  divisé  en  90  angles 
égaux,  les  arcs  intercpelés  sur  la  circon- 
férence sont  tous  l'gaux  entre  eux.  Chaque 
angle  au  centre  est  un  angle  d'un  degré, 
et  chaque  arc  intercepté  est  un  arc  d'un 
degré. 

l)'où  il   suit  que  si  l'on  considère  un 
angle  au  centre  quelciuique  EOB,aulunl; 
d'angles  d'un  degré  il  y  aura  dans  cet  an- 
gle, autant  d'arcs  d'un  degré  il  y  aura  dans  l'arc  intercepté  BE. 

Proposition  XIII.  —  Théorème. 

134.  Deux  angles  queleomiues  sont  entre  eux  comme  les  arcs  com- 
pris entre  leurs  côtés,  et  décrits  de  leurs  sonimets  acec  un  même 
ragon. 

Soient  A  et  B  deux  angles  quelconques,  CD  et  EF  les  arcs  com- 
pris entre  leurs  côtés. 

Admettons  que  les  arcs  CD  et  EF  aient  une  commune  mesure,  qui 
soit  contenue  3  fois  exactement  dans  CD,  et  5  fois  dans  EF;  ces  arcs 

arc  CD      3, 


sont  entre  eux  comme  les  nombres  3  et  5,  et  l'on  a 


*  Lifez  arc.  CD  tul  à  are  EF  comme.  3  '••«/  à  r,. 


arcEF 
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2  avec  la  cUlVO- 


à  l'angle  choisi 
)rincipales,  sa- 

ssi   tles  degrés 

iiiréreiice. 

le  la  circonft- 

,n  arc  de  90  dc- 
me  (luclqnefois 
il  un  quadrant, 
îce;  un  arc  de 

en  est  les  rrr, 

rr-r:     de    13  Clf- 

nroit  deux  dia- 
\H  et  eu,  et 
en  91)  an  tries 
i  sur  la  circon- 
re  eux.  Chaque 
rjlc  d'un  deçjré . 
st  un  arc  d'un 

i  considère  un 
le  KOH,  aillant 
ra  dans  cet  an- 
cpté  BE. 

;  les  arcs  com- 
accc  un  nu'inc 

'  les  arcs  com- 

le  mesure,  qui 
!R  EF;  ces  arcs 
'cCD_3, 
cEF~3  ■ 


Joignons  les  contres  A  et  B  aux  points  de  division  des 


poi 
les  arcs  pa  (i.ds  élanl  (''.Lraux,  ils  déterminent  aux  cent 


égaux   (  u' 


10(1 


uiMix  arcs; 
rcs  des  anirles 


.\  con- 


lii'iil  3  de  ces  angles  égaux,  et 
rnuL^e  13  (Il  conlient  ij;  donc 
Taiigle  A  est  ù  l'angle  D  comme 


3  est 


.  ..    A      3    .  .     . ,      , 


angles  donnés  sont  entre  eux 
coinniii  les  arcs  compris  entre 
leurs  côié-s. 

Celle  démonstration  esl  ap- 
plicahle  à  tous  li's  cas,  quel  que 
soil  le  rn|)p()rt  que  l'on  supposera  entre  les  arcs. 

Donc  deux  angles  Cjuelconques  sont  entre  eux  .. 

13u.  Corollaires.  1»  Un  anfj le  quelconque  est  à  l'angle  droit,  co)nme 
l'arc  compris  entre  les  côtes  de  cet  angle  est  au  quadrant: 

2»  Un  angle  quelconque  est  à  l'angle  d'un  degré,  comme  l'arc  com- 
pris entre  les  côtés  de  cet  angle  est  ù  l'arc  d'an  degré. 

En  d'autres  ternies,  h)  nombre  qui  exprime  le  rappori  d'un  angle 
quelconque  à  l'angle  d'un  degré,  est  le  même  (lue  le  nombre  qui  ex- 
prinie  le  rapport  de  l'arc  compris  à  l'arc  d'un  degré. 

(l'est  ce  que  l'on  formule  ortiinairement  par  la  pi oposition  suivante  : 
Un  angle  quelconque  a  pour  mesure  l'arc  compris  entre  ses  côtés ,  et 
décrit  de  son  sonunet  avec  un  rayon  quelconque. 

Définitions. 

130.  On  appelle  angle  inscrit  lout  angle  qui  a  son  sommet  sur  la 
circonférence,  et  qui  est  formé  par  deux  cordes. 

On  appelle  angle  dn  segment  un  angle  qui  a  son  sommet  à  la  cir- 
conférence, et  qui  est  formé  par  une  corde  et  une  tangenle. 

Un  angle  est  inscrit  dans  un  segment  (n"  98)  lorsqu'il  a  son  som- 
met sur  l'arc  de  ce  segmeni ,  et  qiie  ses  côtés  passent  par  les  extré- 
mités de  ce  même  arc.  Le  segment  est  alors  circonscrit  à  l'angle. 

Proposition  XIV.  —  Théorème. 

137.  L'angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Nous  considérerons  trois  cas  : 

1»  Soit  A  un  angle  inscrit  dont  un  côté  AH 
passe  par  le  centre.  Si  l'on  mène  le  ravon  OC, 
le  triangle  AOC  est  isocèle  (n"  yj),  et"  les  an- 
gles A  et  C  sont  égaux  (n"  52).  L'angle  s,  exté- 
rieur au  triangle  AOC,  égale  la  somme  des  anulcs 
intérieurs  opposés,  A  et  C  (n°8.';i);  ainsi  l'angle 
A  est  la  nioili'  de  l'angle  s.  Mais  l'angle  .s  a  pour 
mesure  l'arc  BC;  donc  l'angle  A  a  pour  nn'sure  la  nioili 


de  l'arc  BC. 


t 

t. 

^■■,'.«    ■■■•,   M 


•■it*:  ■>;. 


ifi.é\ 
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2"  Si  le  conirfi  se  (rouvu  à  l'iiih-rioiir  de  l'antrlo  (lonm'  RAf. ,  on 
nn'rii'  lin  (liamélru  AD.  qui  lutrlnije  eut  iinplo  en  deux  iiulres-,  /  et»-; 
l'JKK  un  il"cux  se  trouve  dans  le  ci\é  préeédenl;  ainsi  lan^rle  ('a  |iour 

mesure  l;i  mnilii'  (le  l'iin'  l'D. 


el  1  .■ini:l(!  r  la  nioitie  de  V;\rr 
1)1 ', '.donc  l'angle  A,  qui  l'irnli' 
i-hr,  a  |iour  mesure  la  nioilii' 
de  l'air  telai  BDC. 

.'î"  Knrin,  si  le  eentre  est 
en  delidrs  de  l'aiiule  dfiiiné 
J'iAC. ,  en  mène  eneore  h-  dia- 
mèlre  AD,  et  l'angle  BAC 
est  ('gai  à    la  diiïi'rence   des 

deux  angles  DAT.  et  DAB  ;  eliaeun  d'eux  renire  dans  1('  |U'emier  ras; 

done  l'angle  BAC,  a  pour  mesure  la  moi'ié  de  l'arc  DG,  moins  la  moitié 

de  l'are  lîl),  soit  la  moitié  de  l'are  BC. 

iJone  l'iiiKilc  inscrit  n  pour  nir^iiiri'  le.  innilié... 


Corollaires. 
.M' 


1"  Tous  les  «nr/Zes  iM,  M',  incrils  dans  un  mi'mc 
serment ,  sont  égaux;  car  lous  ont  pour  mesure 
la  inoilié  de  l'arc  du  segment  opposé; 

2"   Tout  ançilc  inscrit  dans  un  dcmi-rrrrlr  est 
droit  :  car  il  a  pour  mesure  la  moitié  d'une  dcmi- 
I     circonrérenee,  ou  un  (juadranl; 

lî»  Tout  angle  M  inscrit  d.  ns  un  segment  plus 
grand  i/ue  le  demi-cercle  est  aigu;  et  tout  angle 
N  inscrit  dans  un  segment  /;,'/^s  petit  que  Icdcnti- 
ccre.le  est  obtus; 

''k°  Deu.v  angles  M  el  N,  inscrits  da,  h\;  deux  segments  déterminés 
par  une  même  corde  BC,  S(nd  supjjl.'mcntaires;  car  ils  ont  ensemb'e 
pour  mesure  la  moitié  de  la  cireonlérence. 

K^O.  DénnitionB.  In  Segment  est  dit  capable  d'un  angle  donné  lors- 
que tout  angle  inscrit  dans  ce  segment  es!  égal  à  l'angle  donné.  L'arc 
du  segment  est  aussi  appeh'  l'arc  ca}iable  de  l'angle  donné. 

Proposition  X'V.  —  Théorème. 

■140.  L'angle  du  segment  a  ]iour  nwsure  la  moitié  de  l'arc  compris 

entre  ses  co/t'.v. 

Soi!  A(.B  un  angle  du  segmeni;  me- 
nons le  diamètre  AD.  L'angle  BAC  égale 
l'angle  droit  CAD,  moins  l'angle  inscrit 
BAI)  ou  î;  donc  la  inesur(!  de  l'angle 
lîAC  ('gali'  la  moi! il'  de  la  denii-circon- 
léience  .Mil),  moins  la  moitié  de  l'arc 
BD,  c'est-à-dire  la  moitié  de  l'arc  AGB. 

Doue  l'angle  du  segment  a  pour  me- 
sure. . . 


^  '>m 


r^v 


mi'  RAH,  on 
niilres,  /  el  r; 
iiijilc  /  a  pour 

rih'  r.irc  r,i). 

iKiilii'  (le  r,ir.' 
I''  A,c|ui  l'ijiili' 
'<iiiL'  la  mnilii' 

le  ceiili'c  est 

l'iUll-'lo    (loiU)!! 

onioro  !>'  dia- 
raii-lc  BAC 
lillV'i'once  (les 
prrinii'r  ras; 
loiiis  la  moitié 


(7is  un  mrme 
l  pour  mesure 
isé  ; 

vni-rcrrir  rut 
L'  il'une  (lemi- 

ncfiment  plxs 

et  tout  fnnilc 

it  (jur  h'  drini- 

ih  détermines 
ont  ensemb'e 

/(■  donné  lors- 
:  donné.  L'arc 
nné. 


l'arc  compris 

soLrnii'nl  ;  me- 
rle BAC  égale 
ransjle  inscrit 
ire  (le  l'ansile 
(lonii-circon- 
loitié  de  l'arc 
de  l'arc  AGB. 
it  a  pour  me- 
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^  Scolio.  1"  .Si  l'on  considère  l'anj-'le  obtus  BAE,  qui  se  compof»  de 
l'anode  drtiil  EAI»  plus  dr  l'anj/Iei,  sa  mesure  eL'ale  </.)  AND-*- </.,  BD 
c'esl-à-dire  1/2  AN I il!.  ^         /-  /-       . 

2"  On  arrive  autreim-nl  à  la  n)esure  de  1  anple  du  scpmenl  BAC, 
on  le  considérant  comme  la  limite  vers  laquelle  lend  Tanirle  inscrit 
BAF,  lor.-que  le  cùlé  BA  nslard  fixe,  le  coté  AF  toiii'ne  autour  du 
poini  A  (1.;  manière  que  le  poini  (  i  se  rapproche  indéfiniment  du  point  A. 

Proposition  XVI.  —  Théorème. 

lil.  L'angle  (jni  a  son  sommet  entre  le  eenlre  et  la  circonférence  a 
pour  mesure  la  demi-somme  des  ares  compris 
entre  ses  eûtes  et  entre  leurs  prolongements. 

yoit  l'angle  BOG  ou  a;  prohuigeons  les  eôt.''S 
BO  et  CO,  et  menons  lîB, 

L'angle  a,  exté'rieur  au  triangle  BOD,  égale  la 
somme  des  deux  angles  inlérieurs  opposés  /•  et  i 
(n"  85)  ;  ces  deux  angles  étant  inscrits,  le  premier 
a  pour  mesure  1/2  BC,  et  le  second  »/.,  UE;  ai'isi 
l'angle  n  a  pour  mesure  «/o  BC-4- !/._,  hh:. 

Donc  l'angle  ;ui  a  son  sommet  entre  le  centre... 

Proposition  XVII.  —  Théorème. 

142.  L'angle  formé  par  deux  sécantes  qui  se  rencontrent  en  dehors 
du  cercle  a  pour  mesure  la  demi-diffé-  ^ 

rcnce  des  arcs  compris  entre  ses  côtés. 

Soit  l'angle  BAC  ou  A  ;  menons  la 
corde  lîD.  L'angle  e,  extérieur  au  trian- 
gle BAD  ,  égale  A  -f-  B  ;  donc  l'angle 
A  — L-  —  B.  Or  ces  deux  derniers  angles 
sont  inscrits ,  et  ont  respectivement  pour 
mesure  l'^  BC  el  1/0  DF;  ainsi  l'angle  A 
a  pour  mesure  '/2  BG  — 1/2  DF. 

Donc  l'angle  formé  par  deux  sécantes... 

Scolie,  La  démonstration  est  applicable  au  cas  où  les  sécantes  de- 


viennent des  tangentes;  alors  les  angles  B  et  e  deviennent  des  angles 
du  segment. 


^^:^ 


:t 


:  ,     ■...'■:^1rjfl' 


u: 


ÉI.I'.MENTS   l)K   OF!()Mh!TniR 

li'i.  Corollaires  «l'S  iin.llri'  Illi'orèniOS   IH'i'Cti- 

denls. 

1"    l.'iDT  y\Mli  (l'}in    sc(intcnl  es/  /(•  liru  i(rs 


soiitviels  ili's  (nir/ies  inscrits  ijni  ont  pour  )iic- 
suri'  lu  nii)ltié  (le  l'uvr  opposi'  AC.IJ;  cir  pour 
loul  nii^'lc  (loiil  It!  soinmfl  siTnil  en  dcil.ins  ou 
liii  (li'horH  (lu  sciriiient,  lii  inesiii'c  si'i'ail  |>lu.s 
}:i;iii(le  ou  |)lus  pelilu  i[W  la  nioilii;  de  l'iirc 
A(;i5. 

2"  l'uHv  les  (Dirjhs  ('{l'Ui.y;  iip]iu\ji's  sur  lOir 
mvmr  corde  Al'>,  /'■  lieu  des  soininels  est  duniié 
])ar  deux  itrcs  sytnélrifjites  AMB  el  ANU. 

Proposition  XVIII.  —  Théorème. 

l'44.  Dans  toni  qnadril'ilcre  inscrit ,  les  angles  opposes  sont  snpplé- 
mctiluires. 

Soit  A13CD  un  quadrilalùre  dont  tous  les 
sommets  sont  sur  la  circonrérence.  Tous  les 
(uigles  sont  inscrits;  el  deux  anj,dos  opposés, 
li'ls  que  A  et  G,  ont  ensemble  |>our  mesure 
I  olU"U-i-</._)BAI),  c'esl-à  dire  la  moitié  de  la 
circonrérence;  ainsi  ces  angles  sont  supplé- 
in(>ntaires. 

Donc,  dans  tout  qnadrihtlère  inscrit... 

1  ib.  Réciproquement:  Tout  iiuadrilalèrc  qui  a  deux  angles  o]iposês 
supplcnicntnircs  est  i)iscriptil>le, 

Soit  AHCD  un  quadrilatère  dont  les  ancrlos 
opposés  A  et  G  sont  Hn|ipl('ineiilaires.  ^i  l'dn 
Idl  passer  um-  circoiiliireiice  par  li's  trois 
I  pints  B,  A,  l),l'an!,'ie  A  sera  inscril,  et  aura 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BMI).  L'anjile 
i;,  supplément  il'  A,  aura  une  mesure  éijale 
à  la  nioilié  di'  l'arc  restant  BAI):  1  ainsi  le 
poini  G  est  lécessairemcnt  sur  lare  B.Ml» 
(n'-IW). 

Donc,  lont  quadrilatère  qui  a  deu.r  angles... 


§  IV.  —  POLYGONES   RÉGULIERS 


Définitions. 

146.  Un  pnhiqone  régulier  ei-i  un  polygone  qui  a  tous  ses  côtés  égaux 
el  tous  ses  angles  égaux. 
Le  triangle  équilatéral  et  le  carre  sont  des  polygones  réguliers. 
Un  polygone  est  inscrit  lorsque  tousses  sommets  sont  sur  une  même 


t-**" 
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t'orèmos  pri'cr- 

'  est  II'  lii'ii  ilrs 
i  mil  pnuf  )iir- 
ACM;  cîtr  pour 
il  on  (iL'diins  ou 
iui'i-  si.'i'iiil  plus 
inoilii'^  (lu  l'iU'c 

^jiinji's  sur  Joic 
'inirh  r,s7  donni' 
B  cl  ANU. 

'héorème. 

ii's  sont  mijijilê- 

e  dont  Inus  los 
rcnce.  Tous  les 
angles  opposes, 
le  pour  mesure 
e  la  moitié  di^  la 
es  sont  supplé- 

i<rc  insrril... 

angles  ofiposén 
hic, 

dont  les  angles 
Pilaires,  ."ri  l'on 
i    pai'  les    trois 

insfi  il ,  et  aura 
c  BMl).  L'anjxle 
10  nu-ure  égale 
Ai);  il  ainsi  h' 
sui'   lare   lî.MI» 


RS 


i  ses  côlés  égaux 


es  réguliers. 
I  sur  une  mèi.^e 


nnférence,  et  rirrojiscril,  lorsipie  tous  ses  côtés  *ont  tangents  à 


même  eiri-Diilereneo 
I  ni!  ciri'ont'i'renco 


4.S 


une 


est 


t  ctir(i)isi'rilc  à  un  polygonit  lor3i|n'i'!li'  passe 
par  tous  Io»«oinmels;  eilo  est  imcrilf  lors(ju'rlli;  es!  langenle  à  tous 
l(;s  eolés. 

Propoiition  XIX.  —  Théorème. 

l'iT.  f.nr-sijn'itnc  rirronfihrrin-  ml  divisée  en  un  immln'i-  iiurlnvu/iir 
de  ji^trlirs  renies,  les  cordes  i/w  joiçincnl  rmisénitlremeiil  1rs  jioiiilsde 
division  forment  un  polygone  réonlierinscril. 

Soil,  p.ir  l'xemplo,  une  circonfi'renee  diviséo 
en  ;;  parties  ('gales;  aux  points  A,  B,  (',,  1),  K. 
Les  ar(;s  AB,  BC,  CI».,,  étant  ('gaux,  Itis  cordes 
AB,BC,CB..,,  ipii  les  sous-tendi.Mit,  sont 
(■■gales  (n"  107).  D'ailleurs,  (diacun  des  angles 
A,  B,  C...  est  inseril,  e|  comprend  entre  ses 
côtés  les  3/.-  de  la  cireonlërence  ;  ainsi  tous  e(,'s 
angles  sont  égaux,  el  le  polygone  inscrit  est 
régulier. 

Donc,  lorsqu'une  rirconfèrcnre  esl  divisée... 

Proposition  XX.  —  Théorème. 

I'i8.  Lorsqu'une  circunférencc  esl  divisée  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales ,  les  tangentes  menées  par  les  points  de  division  for- 
ment un  polygone  régulier  rirronsrril. 

Soit,  par  exemple,  une  ci'  • renée  divisée  en  il  partie?  ("irales.  anx 
points  A,  B,  C,  D,E,  et  ~,„i  i'(Jilllv  le  po- 
lygone circonscrit  forme  par  les  tangentes 
menées  aux  poinls  di'  divi.-iun.  Menons  les 
cordes  AB  ,  liC,  CD...;  ces  curdes  sont  égales 
comme  sous-tenilanl  des  arcs  égaux.  Dans 
li.'s  Iriangles  ABF,  BCG,  CDU...,  les  angles 
en  A,  B,  G...,  sont  égaux  comme  angles  du 
segment  comprenant  des  an  s  égaux  (n"  l 'lO)  ; 
ainsi  ces  lii.ingles  sont  égaux  (u"  47;,  el  cha- 
cun d'eux  e.-,t  isocèle  (  n'  ii;!). 

De  là  résulte  régalilé  des  angles  F,  G,  11,  I,  K.et  celle  des  côtés  AF, 
FB,  r.C,  GG,  eu...  On  a  donc  aussi  FG  =GU  =HI  =  IK  =  KF. 
Ainsi  le  polygone  l'(  ilIlK  esl  régulier,  puisqu'il  a  tous  ses  côtés  égau.x 
et  tous  ses  angles  égaux. 

Donc,  lo7-squ'une  circonférence  est  diviser... 

Scolio.  Le  problème  de  la  construction  des  polygones  réguliers  se 
coiiioiid  avec  le  problème  de  la  division  de  la  circonlérence  en  parties 
'■•gales;  et  l'on  peut  circonscrire  à  la  circonférence  autant  de  polygo- 
nes réguliers  que  l'on  peut  en  inscrire. 


t; 
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Proposition  XXI.  —  Théorème. 

149.  A   lout  ])ohjijoni'  iriiiili<'i',  mi   jr'vt  rirrovf^crivc  une  circonfé- 
rence. 
Soit  AnCDE  un  polygoiio  régulier.  F.iisons  iias>;or  iino  rircnnfé- 
rcMcc  |iar  K's  Iroi  ;  sdinmels  A,  15,  C;  nous  nllnns 
jiioiivlt  que    (■■•tli'  circonféroncc   passe    aussi 
jiai'  li's  auli'os  snuiiiii.'Is. 

Mouiins  OAi.'t  (i|),  l'uis  on  |iorpeii(liculaire 
à  la  ciirde  HC ,  l'L  supposiins  (|uc  le  quadrila- 
lôre  011I5A  liuinie  autour  de  011  [Jour  s'ai>pli- 
quer  sur  le  (piadrilalére  OIICI).  Les  angles 
(iroils  L'\)  II  coïncideiil  ;  el  couuno.  le-  point  II 
est  le  milieu  de  la  corde  BO  (u"  llô))  'c  poinl 
li  loMibe  on  0;  les  angles  l'gaux  B  el  C  coïnci- 
dent, et  le  côté  BA  se  confond  avec  son  égal  CD  (n"  \W). 

La  coïncidence  des  deux  quadrilatères  étant  coiiipIMe,  la  droite  CD 
égale  le  rayon  OA  ;  et  ainsi  la  circonférence  qui  passe  di'jà  [lar  les 
trois  sonunels  A,  B,  C,  passe  aussi  par  le' someiel  I).  On  démontrerait 
de  même  que  cette  circoufi'rence  passe  aussi  en  E. 
Dune,  à  lunt  poliigunc  régulier,  au  jieiil... 

Proposition  XXII.  —  Théorème. 

lIJO.  Dans   loul  pulygane  régulier,  on  pi'iil  inscrire  une  circonfé- 
rt'îîCc'. 

troit  ADGDE  un  polygone  régulier.  Décrivons  la  circonférence  cir- 
consci'ite  (n"  l-'i',)),  et  menons,  du  centre  0, 
les  per|icndiculaires  OF,  00,011... 

Les  cùlés  AB,  lîG,  CD...,  sont  des  cordes 
égales,  et  par  suit(!  également  élo'g.iées  un 
centre  (n"  Il.'i;;  donc  les  perpenaiculain^s 
01'',  ()(!,  OH...,  sont  égales,  la  circonIV'rence 
décrite    avec  OF  comme   ravon   passe  pai' 


les  points  G,  II,  I..., 
GD...  sont  tangents 


•■■•Ji..- 


et   les  cotés  AB,  15G, 
à  cette  circontércnce, 
comme  étant  perpendiculaires  à  rextrémilé 
des  rayons  OF,  OG ,  011... 
Donc,  dans  tout  polygone  régulier,  on  peut  inscrire... 

Définitions. 

l.'ll.  On  appelle  eotire  d"un  polygone  régulier  le  centre  commun  des 
circonféi-ences  inscrite  el  circmiserih.'. 

Ge  n'est  toutefois  ipn'  dans  le  cas  où  le  nombre  des  côlé'S  du  poly- 
gone est  pair,  que  ce  point  est  \\\\  vrai  centre  de  figure,  servant  de 
milieu  à  toutes  les  droites  menées  dans  la  figure  parce  point. 

On  nomme  rayon  d'un  polygone  régulier  le  ravon  de  la  circonfé- 


=1 


'nir  circrmfé- 

iino  rircnnfû- 

'.  ;  nnii>  niions 

pasHO    aussi 

'rpeiidiculairi! 
i  le  qiiadrilii- 
lioiir  s'appli- 
.  Los  angles 
ic  le  poiiil  II 
110),  le  |ioinl 
)  cl  C  coïnci- 

)■ 

,  la  droite  OD 
di'jà  par  les 
dcnionlrerail 


une  cùxonfé- 

infércncc  cir- 
dii  conlre  0, 
011... 

ni  des  cordes 
(jjo'g.iées  au 
•penoiculaires 
circonlV'rcnce 
m   passe  pai' 

.lés  AB,  ne, 

iirconlerence, 
à  l'extrémité 


!  commun  des 

;ôlé'S  du  poly- 

',  servant  de 

)oint. 

T  la  circonfé- 
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renre  nirconscrile  à  ce  polygone,  et  apothème  le 
rayon  de  la  circonlërence  inscrite. 

Les  rayons  d'un  polygone  ré'gulier  divisent  ce 
polygone  en  triangles  isocèles  égaux. 

C.iiaipie  rayon  (Tun  polygone  régulier  est  his- 
secleur  di;  l'ange;  au  siuiiniel  (lu(|uel  il  aboulil. 

Les  a|iolhèmes  sont  hissecteurs  des  angles  for- 
mées par  les  rayons,  et  les  rayons  sont  bissecteurs 
des  angles  formés  par  les  apothèmes. 


V.  - 


COxNSTRUCTIONS  GRAPHIQUES 


152.   Les  principaux  inslrumc  ■ 
géoinétri((ues  sont:  la  rrglc ,  le  t. 

La  règle  sert  à  tracer  des  lignes 
droites,  le  compas  à  tracer  des 
circonférences  ou  des  arcs,  l'e- 
querre  à  construin'  des  angles 
droits  et  des  perpendiculaires,  et 
le  rapporteur  à  mesurer  et  à  con- 
struire des  angles  (pielconcpies. 

Ou  vérifie  la  règle  par  un  double 
tracé  fait  entre  deux  points,  en 
retournant  la  règle. 

Ou  vérifie  fé'querre  par  une 
double  pose  le  long  d'une  règle; 
si  l'équerre  est  défectuiMise,  la 
uioyeniKMJi'sdeux  positions  donne 


employés  pour  tracer  les  figures 
pas,  l'équerre  et  le  rajiporleur. 


la  vraie  direction  de  la  perpemliculaire. 

Quelques  règles,  laillées  en  biseau,  portent  des  divisions  métriques 
en  centimètres  et  millinièlres,  très-utiles  jiour  le  dessin  des  figures, 
l'els  sont  les  doubles  décimètres  el  les  règles  à  calcul. 


\'^'^.  Par  un  point 
diiuné  A,  mener  une 
perpendiculaire  à 
une  droite  donnée 
Cd). 

l"  Avec  le  compas. 
Si  le  point  A  est 
donné  sur  la  droite, 
on  porte  des  dis- 
lances égales  AC.  et 
AD;  des  points  C  el 
D,  avec  un  même 
rayon,  on  dé'cril  des 


Problème  I 


n 


AT 


A 


;D 


u'cs  se  coupant  en  B. 
La  droite  AB  est  perpendiculaire  à  CD.—  Car  le  point  A  est  le 


mi- 


ai 


m 


m 


■»*is 


u 


i'ie 


W^i: 


«ï'«j 


mi 


\ë\: 


Mmi:'::i 
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Cl 


lieu  de  CD,  cl  le  poinl  B  est  cquidislanl  des  poinis  C  et  1).  AB  est 
donc  perpendiculaire  au  milieu  de  CD  (n"  'il). 

yi  le  poinl  A  esl  donné  hors  de  la  droite,  on  di'cril,  de  ce  iioinl 
comme  centre,  un  arc  qui  cou|ie  la  droite  en  d<'ux  poinis  C  et  I);  de 
ces  points  C  el  D,  avec  un  même  rayon,  on  décril  di's  arcs  ipii  se  cou- 
])enLen  13;  Ai3  est  ht  perpendicnhiin,'  demandée.  —  Cai'  le  pnint  A  est 
équidislanl  des  points  C  et  1),  el  il  en  est  de  même  du  poinl  H;  donc 

AB  est  perpendiculaire  au  milieu  de 
CD  (n»  41). 
2"  Avec  l'ê(/uerrc.  On  a|iiili(|ue  la 
.  règle   le   long  île  la  droile   donnée; 

on   l'ait  glisser  l'équerre   le  long  de 
la  règle,  jusqu'auprès  du  poinl  donné 
A,  et  Ton  trace  AB,  qui  est  la  per- 
n  pendiculaire   demandée,   car  l'angle 

J  S^^d  ABC  est  di'oit. 

3°  Avec  le  rapporteur.  Si  le  poinl 
A  est  donné  sur  la  droile.  on  place  le  rap|)ortcur  de  manière  que 
son  diamètre  soit  sur  la  droile  CD,  et  son  centre  sur  le  poinl  donné; 

on  marque  un  angle 
/  de  90   degrés,  el  la 

ligne  AB  qui  donne 
cet  angle  est  la  per- 
pendiculaire deman- 
dée. 

Si  le  point  A  est 
donné  hors  de  la 
droile  CD,  on  trace 
une  ohli(|ue  qucl- 
contpie  AC  ;  on  me- 
sure l'ansle  aigu  ACD,  el  on  construit  en  A  l'angle  CAB  égal  au 
compli'menl  do  i'ancle  C-  Dans  le  triangle  ABC,  les  deux  angles  aigus 
A  et  C  égalent  ensemble  un  angle  droit;  donc  l'angle  B  est  droit 
(n"  84),  et  la  droile  AB  est  perp''ndiculaire  à  CD. 

Problème  II. 


zh 


■lyj 


Mener  une  perpendiculaire  au  milieu  d'une  droile  donnée  AH. 
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—  Diriser 

une  droite  donnée  AD  en  deux  pai 

ViVs  rgnlef:. 

Poi 
la  fat 

Su 
sole. 

'-é 

G  cl  1).  AB  est 

il ,  de  ee  puinl 
ni  s  C  et  i);  do 
rcs  (|iii  se  cou- 
I"  le  jininl  A  est 
I  pniiil  IV,  donc 
'c  au  milieu  de 

On  a|ii)lii|ue  la 
iroile  'loiinée; 
;rrc  le  long  de 
du  poiul  douné 
qui  est  la  per- 
je,   ear  rati|/le 

!(('.  Si  le  point 
e  manière  (|ue 
le  point  donné; 
larque  un  angle 
0  degrt''S,  et  la 
!  AB  (|ui  donne 
ngle  est  la  per- 
iculaire  tlenian- 

le  point  A  est 
lé  liors  de  la 
0  CD,  on  trace 

oblique  quel- 
ue  A('  ;  on  nie- 
j  CAI5  égal  au 
ux  angles  aigus 
sjfle  B  est  droit 


)ilc  donnée  AH. 


t 1 


LIVRE   11.  —   LA   CinCONFIÎRENri!; 


Dos  cxirémilés  A  et  R,  avec 
C 


un  même  ravon,  on  dderit  (|ph  nrcs  (lui 
se  coupent  en  C  et  en  |.,et  l'on  Irace  la  droii.  C.U ,  qui  ren  pli     a  co," 
jlHinn  demandée.  Car  le  point  C  étant  équidi.-lant  de'\  ,.|  dn  11  ,„!"- 

Ihi'pc^lnt  [îTllo'ïlT'""  ""''  '"  ""''■"  '"  ■'"  ■'  '■'  "  ""  ••^'  '"  '"'--' 
Si  la  droile  donnée  est  très-longue,  on  porle,  à  p„rlir  d^.^  ex! remî- 
tes   des  longueurs  égales  :  AA',  A'A",  BIV,  mi"    d  Ton  HVeriuc  la 
conslruclion  sur  Ali. 

Scolie.  En  répétant  la  conslruntjon  sur  chaque  p,u-lie  .dd-nuo    on 
divise  la  droite  successivement  en  '.,8,  10,  Li2...  parlirn  éKalr.n      ' 

Problème  III. 

i;J5.  En  un  point  donné  D  d'une  dmile  DIC ,  n,mlrnirr  un  annl. 
rgal  a  un  angle  donné  A.  '' 

1"  moyen,  avec  le  compas.  Des  points  A  et  D  comme  C(-nlr(";  avec 
un  même  rayon,  on  dé-  "■•«  tiriucs,  avet 

crit  les  arcs'  BC  et  EF;  C. 

du  point  E  comme  cen- 
tre, et  avec  une  ou  crture 
de  compas  ..lii^  à  la  dis- 
lance BG  :ipe  l'arc 
El'',  cl  ot:  s:  !..  ia  droite  DP.  L'angle  D  est  ésnl  à  rangiti  A 

Garces  angles  ont  pour  mesures  les  arcs  BC  et  KF;  et  ers  nrcs  «onl 
égaux  con^me  élant  sous-lendus  par  des  conles  égal,,  dans  des  cercles 

Ci^dU  A. 

in«;:;;ï"sriB':r'"-  ■'  ''"""  """  "'" ^"'  ■■"  ' ■'- 

DE;  on  élève  les  per- 
pendiculaires BC  et  EF; 
on  porle  la  longueur  l?G 
surEF.el  l'on'lrace  DF, 
ce  qui  donne  en  D  un 
angle  égal  à  l'angle  A. 

Car  les  triangles  ABC  el  DEF  sont  égaux  comme  nvani  „„  .„   i 

gai  (B  =  E)  compris  entre  des  côtés  rejeclive^m'n    %'    l      ,""f'' 

les  angles  A  et  D  sont  égaux.  ^    '^  '  '^  "'""' 

3=  moyen,  avec  le  rapporteur.  On  place  le  rapportr.nr  Kur  l'auL^e  A 
pour  mesurer  cet  angle;  on  le  pose  ensuite  en  D  pour  iu,  u  ,'  -uf 
gic  égal ,  que  l'on  achève  par  la  droile  DF.  """.|Uci  un  an- 


Pûur  relever  et  reproduire  les  angles,  les  ouvriers  enq,ioi,,,|  Kouvnnt 
la  /nasse  equerre.  '  '^'>n\i  ni 

^^Siir  le  terrain  on  emploie  le  gmphomèlre,  lepanl>ymHre  ou  l,i  hom. 


M:  Vil'v-i'iv'i'i 


W 


ftf'.'il 
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Problème  IV. 

liiC.  l'av  un  jHjhil  donne  A.  mener  une  paraUck  à  nne  droite  don- 
née CD. 


-hr 


R 


V 


D 


'[^■nnoyrn,  arec,  le  co))ii)<(s.  Du  luiiiil  A, 

(111  (li'crii  un  arc  quelconquu  DB;  du  point 

D,  avec  le  inême  rayon,  on  décrit  l'arc 

AG;  on  prend. l'arc  DB  égala  AG,  cl  l'on 

trace  AB,  ipii  est  la  parallèle  deniandi'e. 

Gar  les  arcs  AG  ul  DB  sont  égaux  comme 

sons-irinlus  par  des  cordes  é'^ales  dans  des  cercles  égaux;  ainsi  les 

angl.'S  7'  el  /  sont  égaux,  et  con)mr  ces  angles  ont  la  position  d'alUTnes- 

■^  internes,   les  droites  AB  et  (.D  sont 

parallèles  (ii°  72). 

2"  moyen,  avec  Vcqucrre.  On  pose  la 
règle  et Véquerre  l'une  contre  l'aulre, 
de  manière  que  l'un  des  côtés  de  l'é- 
querre  coïncide  avec  la  droite  donnée 
CD,  alors  on  fait  glisser  réipierre  le 
long  de  la  règle,  jusqu'à  ce  qu'on  at- 
teigne le  point  donné  A,  et  l'on  trace 
la  droite  AB,  qui  est  la  parallèle  de- 
mandée. —  Car  les  deux  droites  AB 
des  angles  correspondants  égaux  (n"  72). 

'M  moyen ,  avec  le  rapporlciir.  On  trace 
une  sécante  quelconque  AD,  et  l'on  fait 
l'angle  DAB  égal  à  l'angle  ADC.  —  Ces 
deux  angles  égaux  ayant  la  position  d'an- 
gles alternes-internes,  les  droites  AB  et 
GD  sont  parallèles  (n"  72). 

Problème  'V. 

V,n.   'l'roni'cr  un  point  siluc  à  une  dislance  donnée  a,  de  deux  li- 
yne.-i  itnnnées  AB  et  CMD,  droites  ou  circulaires. 

i'our  eliacmie  des  deux  lignes  données,  on  construit  le  double  lieu 


et  G.D  l'ont  avecEF 


B 


dos  points  HJlui's  à  la  distance  donnée  a;  les  rencontres  de  ces  lieux 
peiiv(!nt  l'oiirnir  8  points  remplissant  la  rxindilion  demandée. 


I 


une  droite  don- 


•c  (t ,  de  deux  li- 
Liil  le  double  lieu 


LIVRE   11.  _   IX   CIHCONFÉnENCE  5| 

Problème  VI. 

,(..!;*  "kc'"  '"  """■'  '""■"■"■-  '•'"■'"■  ""  «»»'•■  "•»">«  A,  ou  „„  »„ 

au  imhou  de  l'arc  (11°  111,  ')„j  ' 

S'il  s'agit  d'un  ano-i,.  lùc.'de  son  .onim,-( 
avec  un  rayon  arbilraire,  on  décrit  l'arc  BEC- 
'iespcnlsBetC,  avec  un  même  ravon,  on 
;l''<"(  des  arcs  .|ui  se  coupent  en  iJ,'  ,4  'on 
Irnce  la  droUe  AD,  c,ui  esl  l.isseclrice  de  l'an- 
?  e  A.  _  Car  ,i  l'on  m^ne  les  droites  Dli  et 
DL,  les  lriani,rles  ADB  et  AUG  sont  é-aux 
comme  ayant  les  trois  côtés  respectivement 
égaux;  donc  leurs  an-les  en  A  sont  ésraux 
cunune  opposés  aux  côtés  égaux  DB  et  lic. 

Scolie.  En  répétant  la  construction  sur  charme  mri;,.  ^k. 
<l'vi.e  1  are  ou  l'angle  successivement  en  /.,  8    16    3--      n.ï-        '','" 

')  ",  IV,  jz...  parties  égales. 

Problème  VU. 

l''--  moyen.  On  trace  une  sé- 
cante quelconque  EF,  puis  les 
liissectrices  EU,  FG  ,  EH,  Fil, 
lies  quatre  angles  intérieurs,  ei 
■nlin  la  droite  GII ,  (|iii  remplit 
l'i  condition  demandée. 

Car  le  |)oint  G,  appartenant  à 
la  bissectrice  EG,  est  équidistant 
d'-H  droites  A B  et  EF  (n"u'Jj;  ce 
iiième  point  G,  appartenant  à  la 
bissectrice  F(i,  est 
est  à  é 


/v- 


D 


clrice  FG,  est  é(|uidislant  des  droites  FF  ei  m    \;„-,-  •   . 


".api  „, 

Iricede  leur  angle  (11'' GO). 

Il  en  est  de  même  du 
point  H.  Et  comme  deux 
points  suflisent  pour  déter- 
miner la  pf)sitiou  d'une 
d'oite,  GII  est  la  ligne  de- 
manili'e. 

2»  moyen.  Deux  droites 
•H  et  KI-I,  menées  paral- 
lèlement aux  deux  droi'es 


■.1  '     '-.W'-.-r^-i  f  1 


ê 


t 


■(  ^1 


m 


i% 


'u.-.ii  H  ■■•7-     ,,1 
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aies  do  ces  mêmes  ilroilcs,  donnent  en  11 


données,  à  des  dislaiicos  es;, 

t  équidislanl  de  AB  et  de  GU;  un  aiilre  poiiil  G,  ohlenu  île  In 


un  poin 

inèiue  manière,  achève 


\0. 


de  diHerniiner  la  Insseclrice  Gli.—  Gelle 

slruiiiou  peul  se  faire  sans  le  secours  du 
comiias. 

Corollaire.  Élant,  donn(5e  une  ligne  bri- 
sée convexe  ABCD,  formée  de  trois  éhi- 
nienls,  si  l'on  mène  l.:s  bissectrices  d^'s 
deux  an!.flçs  H  el  G  ,  le  point  de  renconirc 
0  est  é(iuidislanl  des  trois  droites  AB, 
'      >  BG  et  Cl). 

Scolie.  Trois  droilps  Iclles  que  AB,  GD  et  GII,  cpii,  prolongées  con- 
venablement, se  renconireraient  en  un  même  poiril,  sont  appelées 
droites  roncou7-anl('s.  Entre  deux  droites  données  AB  et  GD,  on  peut 
tracer  autant  de  droites  concourantes  que  l'on  veut;  car  la  construc- 
tion ijui  a  donné  GH  peut  se  lépéler  entre  AB  et  GII,  entre  GII  et  GU, 
puis  dans  les  nouveaux  angles  indéfiniment. 

Les  lignes  ainsi  obtenues  diviseraient  l'angle  primitif  en  2,  i,  8,  10, 
32...,  2"  parties  égale-.  G'est  le  seul  s\>leme  de  division  de  l'angle  que 
l'on  jiuisse  faire  malbémalb|uement  avec  la  règle  et  le  compas. 

Problème  VIII. 

■IGO.  Trouver  le  civmin  uiininium  pour  aller  d'un  point  A  àini 
autre  B  en  lonehanl  une  droite  donnée  MN.  On  suppose  les  deux  points 
situés  d'un  même  côté  de  la  droite. 

Menons  AA'  perpendiculaire  sur 
M.\;  portons  DA'^^DA,  el  menons 
les  droites  A'B  el  AG  ;  la  ligne  bri- 
sée AGB  est  le  chemin  demandi'. 
four  le  prouver,  il  suliit  de  faire  voir 
que  ce  chemin  est  l'ius  court  que 
i   .y..--''  tout  autre,  AEB,  par  exemple. 

r''  MN  est  perpendiculaire  au  milii'u 

de  AA'  ;  donc  GA  =  GA',  el  EA  =  EA' 
(  n"  39)  ;  par  conséquent  la  ligne  AGB  égale  en  longueur  A'GB,  el  kV.W 
équivaut  à  A'EB. 
Mais  A'GB  <  A'EB;  donc  aussi  AGB<AEB... 
Scolie,  A  cause  de  MN  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  les  deux 
parties  GDA  et  GDA'  de  la  figure  pourraient  coïncider;  donc  l'angle 
m— r=»ï.  Ainsi  les  deux  parties  GA  et  GB  du  eheinin  mininiiun 
font  avec  la  droite  MN  des  angles  égaux.  Pour  tout  autre  chemin, 
AEB  par  exemple,  les  angles  seraient  inégaux. 

Problème  IX. 

iCA.  Construire  un  triangle  dont  on  donne  trois  cléments,  parmi 
lesquels  au  moins  un  côté. 
\"  Gas  :  Étant  donné  un  côté  a  et  Icsdeux  angles  adjacents  B  et  C. 


r.'  c  ,..'-'  E 


UVhV.   II,  —   LA  rincONFJiRENCE 


es,  donnent  on  11 
il  G,  obtenu  fie  la 
Gll.—  Celle  coii- 
ans  le  secours  du 

ée  une  ligne  bri- 
•mée  de  trois  élii- 
s  hissocirices  d^s 
point  de  rencontre 
trois  droites  Alî, 

i,  prolongées  con- 
nt,  sont  appc'lécs 
B  et  CD,  on  peut 
;  car  la  oonslruc- 
,  entre  GII  et  CI), 

lilif  en2,  4,  8,  Ifi, 
aion  de  l'angle  que 
L  le  compas. 


"un  point  A  à  >ni 
ose  les  deux  points 

irpendiculaire  ?ur 
=  DA,  et  menons 
AC  ;  la  ligne  hri- 
chemin  demandi'. 
sullil  de  faire  voir 
-I  |dus  court  qui' 
par  exemple, 
irulaire  au  mili'U 
=  CA',ctEA==E.V 
ueur  A'CB,  etAKli 


u  de  AA',  les  dciix 
;ider  ;  donc  Tani-di' 
chemin  minimini} 
jul  aulre  chemin, 


is  cléments,  parmi 
s  adjacents  B  et  C 


On  trace  une  droile  B'C  égal 
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-fr 


B  en  n',el  I  angle  C  en  C'.'^    '  '"  '"'"  ''"""'''  "'  °"  ''''P''0'luit  l'angle 
A' IV  C'  est  le  triangle  de- 
mandé. 

Ik'mitrijucs.  l'>La  somme 
des  deux  angles  donnés 
doit  cire  moindre  que  deux 
angles  droits  fn"8'i). 

2"  Si  les  <leux  angles  donnés  ne  sont  pas  adjacents  au  côté  donné 
on  peullrouver  le  troisième  angle,  puisqu'il  Jst  le  supplément  Tla 
sonunw  des  deux  autres,  et  on  rentre'ainsi  dans  le  cas  n-dess,"s. 

n,     .nn  ,  ""/  '^'^:\'^'f<^^^'^'^^'iés'xel  h  cl  l'angle  compris  C. 

On  construit  d  abord 
un  angle  C  égal  à  l'angle 
donné  C;  sur  les  cùtés'de 
cet  angle,  on  porte  C'B' 
égal  à  a,  et  C'A'  égal  à  b, 
et  l'on  mè!ie  A'P,',  (|ui  ter- 
mine le  triangle  demandi'. 

,,™":s":sïï:,-°:"'  '"i"-»"'»™-'  '»"j°"-  <-o..m.,  n„ciio, 

:i'  Cas.  Élanl  donnes  les  trois  côlés  :  et,  b,  c. 

On  trace  une  droile  H'  (",' 
l'gale  à  l'un  des  côt-s  don- 
nés, a  par  exempte;  des 
|)oints  B'  et  C,  avec  des 
rayons  égaux  respective- 
ment à  c  et  i,  on  décrit 
des  arcs  dont  la  rencontre 
en  A'  détermine  le  troisième  sommet  du  (riante 

nemanpn'  Pour  que  le  problème  soit  possible ,  il  faut  et  il  suffit  que 
Imirï  (^;rS):'"  '-'"''  '""^^  ^«''  '"^''"^'-^  -l^^  '^  «omme  des  d?ux 

l'angle  A'  égal  à 
Tangle  donné  A  ; 
sur  l'un  des  côtés 
de  cet  angle,  on 
porte  une  longueur 
A'C'  égale  au  côté 
''  ;    du     jioint    C 


a*. 


A. 


•  omme  centre,  avec  un  ravon  égal  au  côté  a,  on  décrit  un  arc,  qui 
P.'ut  couper  le  cote  opposé  en  deux  points  B'  et  B".  11  v  aurait  aii«i 
îlîè'ine.  ""  et  A'B C,  remplissant  les  conditions  du  pro^ 

lfl2.  Remarque.  Il  n'y  aurait  qu'une  solution,  si  l'are  décrit  du  point 


WT" 


tu 
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If 


t 


È" 


•'■■■»t 

■l     ' 

■.  «'il! 


■»i»-'> 


r/  avec  un  rayon  ôjïal  à  a  se  li-onvait  Lmifenl  an  rcMiî  A'B'.  Lo  pro- 
hK'inosurait  impossible  si  d  ùtail  plus  pdil  (|iio  la  prrpoiidiiuilaire  Cit. 
Si  Ton  l'ail  croîlrt'  «,  ios  points  lî'cl  \\"  s'(''carlenl  do  pins  en  plus;  ot 
lorsque  (ttlevicnh'rjîil  à /),  la  solution  ,VI!"('.'  tlisparaîl  ;  raulr(j  Irianirle 
A'IVC  reste  loujo'.n-s  possible,  (|uel(pie  ^rand  (|ue  soil  a. 

11  ne  |)eut  y  avoir  double  solution  ipie  dans  le  cas  où  l'angle  donné  A 
est  aitru. 

Si  l'anirle  donné  A  esl  droit  ou  oblus,  il  faiil  et  il  sul'lil  que  lo  côté 
qui  doit  lui  èlre  ojipoïésoit  le  jdus  grand  des  deux  cùlés  donnés  (n"8u, 
/.-Sn^SV). 

Problème  X. 

163.  inscrire  itne  circonférence  à  ttn  triangle  donné  ARC. 

On  mène  les  bissectrices  de  deux  ani^lcs  A 
et  n  de  ce  triangle;  le  point  de  rencontre  0 
est  équidistant  (\e^  deux  côtés  de  l'angle  A,  et 
aussi  des  deux  côtés  de  Tangle  H.  Ainsi  les  per- 
|iendiculaires  01),  OE,  OF,  sont  égales;  donc 
la  circonférence  d(;crite  du  point  0  comme  cen- 
tre avec  01)  pour  rayon,  passera  par  les  trois 
points  1»,  E,  E.  Le  triangle  AlîC-  sera  circon- 
scrit à  cotte  circonférence,  puisque  les  côtés  sont  periiendiculaires  aux 
extrémités  des  rayons  01),  01'^,  (JE  (  n"  119). 

Hî'i.  Scolie.  Le  point  di;  concours  des  deux  bissectrices  AO  et  BO 
appartient  à  la  bissectrice  du  troisième  angle  0,  car  ce  point  est  équi- 
distant des  deux  côtés  de  cet  angle  (n»  (JO).  Ainsi  les  trois  bissectrices 
tics  angles  d'an  triangle  concourent  en  un  même  point,  et  ce  point 
est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle. 

Problème  XI. 

IGl).  Par  an  point  A  donné  hors  d'un  cercle  0,  mener  une  tangente 
à  ce  cercle. 

Sur  OA  comme  diamètre,  on  di'crit  une  circonférence,  ou  simple- 
nicMit  l'arc  lîOC,  qui  dé'lermine  les  points 
de  contact  P>  et  T.  ;  et  Ton  trace  les  droites 
AH  et  AC,  qui  ont  tangentes  à  la  circon- 
férence 0. 

En  clFet,  l'angle  ABO  est  droit  comme  in- 
scrit dans  le  demi -cercle  OAMli;  ainsi  AB 
est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
OB;  donc  celle  ligne  AI'  est  tangente  à  la 
circonférence  0.  — 11  en  est  de  même  de  AO. 

166.  Scolie.  1"  Les  deux  triangles  rectangles  AOB  et  AOC  sont  égaux, 
comme  ayant  l'Iiypolénuie  égale  AO,  et  un  autre  côté  égal  (OB  =  OC.  ) 
Ainsi  AB  =  AG,  et  les  angles  en  A  sont  égaux  aussi  bien  que  les  an- 
gles en  G. 


.—.M 


LHKE   II. 


I)  A'B'.  Lo  prn- 
ondiculniro  (;'I). 
pins  011  pins;  ot 
;  l'uulro  li'iani^'le 
-  a. 
l"anglc  donné  A 

iil'lU  que  lo  côlc 
os  donnés  (n°8ij, 


r  AI5C. 

deux  ,'inn;los  A 
de  renconlre  0 
(lo  l'ançrlo  A,  el 
IS.  Ainsi  les  |)or- 
)nl  égales;  donc 
il  0  comme  cen- 
tra par  les  trois 
15('.  sera  circon- 
(■ndiculairos  aux 

riccs  AO  et  BO 
e  point  est  équi- 
h'oin  bissi'driceti 
linl ,  et  ce  point 


irr  une  tangente 

nce,  ou  simple- 
mine  les  points 
race  les  droites 
tes  à  la  circon- 

droil  comme  in- 
AMIi;  ainsi  AH 
Jniilé  du  rayon 
si  lanirenle  à  la 
le  même  de  At".. 

\0n  sont  égaux. 

égal(OB=:zOr.j 
aien  que  les  an- 


l-A   CiRCONFERENCn  fJK 

r^:Z:nrJS^'''  ""'""  ''"^  "'"'«  ^°'«'  '^  "-  ---  clreonf^- 
l'^t  la  (Imite  ,pr,  joint  le  rentre  >l 


Problème  XII. 

Avec  „„  „,.„„  OC  .«.,  .  .,  ,i,r„,.„.„  „„  ,  ,„  ,„,„^„  ^^^  ^^^^^^^^^_ 


nZ  ll;;^.i;  aSairë'^7;;',  s -'r;,  ""r  '  f  '^^"^''^  -  -^n^ 

perpendiculaires  à  PC    c  mi  ,i  i     '  '  "^  '°^  •^''«'(es  l^D  et  OliP 

'acl  de  la  tangente  commuï'iut™'""^  "'  ''  ^'^  ^  '^  •-"^s  de  con- 

tu  eili't,  les  droites  Pf)  ni  rr:! 
rallèles  comme  perpondicul,  r es  V^  .'n    1  ''''  T'^'^'^^'^,  et  pa- 
qtKidrilatère  PDl!(    est  un  nàr,  |,'ln"  '  *^™'''  ^'^  f""W);  'ins    le 

^les  P  et  C  sont  droit      ceU^'^^f?:!;'"*^  ^""  ''^'  ^'  -^"""-^  '"/  '- 

l;l>est  perpendiculaire  à  repris  d.?a2smf"fp.;''''  '"^-  ^^°- 
^  est  une  tangente  commune  aux  deux  dSonS^^L:!  d'ùS^f^  "'^^' 

^^3.  Seoue.   10  A  deux  circonférences  extérieures,  on  peut  mener 


*l"alre  tangentes  communes    ciTvr>i,.  .   i 

'^^"x  systèmes  de  tangentes  comnS  da'n   le  '""''  ''  "^"'"'^  ""'  ''' 
«  cordes  sans  fin.  "'"unes,  dan,  les  roues  à  courroies  ou 
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ÉLÉMENTS   DE   CÉOMÉiniE 


Problème  XIII. 


109.  Décrire  une  vtrco)ifn'ence  (jui  ])iisse  par  un  point  donné  A,  et 
qui  .soil  lungcnlc  à  une  Ikjhc  donnée  UU,  droit  ;  on  cireulairej  en  un 
point  donné  D. 


Le  centre  inconnu  rloil  sr  Irouv  rsnr  une  drnile  DI  i  .Tpencliculairp 
ou  normale  à  In  ligne  donnic  l'.l);  d'auli'e  l'arl,  la  tlroilc  l)A  sera  une 
corde  de  la  l'irconlV'reiicc  demandée;  el  ainsi,  une  prriK'mlicula're  me- 
née par  le  milieu  de  1)A  achèvera  la  di'Icrminalion  du  centre. 

Problème  XIV. 

17(1.  Dérrirc  une  circonférence  tangente  à  deux  lignes  données  C.li 
cl  EF  droites  ou  circulaires ,  l'u)!  des  points  de  cantart  étant  donnr 
en  D. 

1"  Si  les  deux  lignes  données  sont  droites,  le  cenlro  cherché  doit  se 


trouver  à  la  fois  sur  la  perpendicalnire  DI  el  sur  la  bissectrice  01... 

2"  Si  le  point  de  contact  D  est  donné  «ur  un  arc  CD,  on  mène  la 
tangente  DO,  ce  qui  ramène  au  premier  cas  du  problème. 


■  .■;■'*' 


««^i'^. 


N 


3",  4'\  Si  la  seconde  ligne  ligne  dnnm'e  EF  est  courbe,    on  trace 


■'•':'<: 


)0(»i/  donné  A,  et 
ciirukdrCj  en  un 


I  I  r|ioncliciiIairo 
roito  l)A  sera  une 
•|)uiiilicula'rc  niu- 
u  cciilre. 


f)nes  données  C.Ii 
lad  élnnt  donni' 

•(!  clierché  doit  se 
Q 


bissoclrice  01... 
CD ,  on  mène  la 
ème. 


ourbe.    on  Irnce 
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por|ion(lic,ii|;,i,voii  normnlo  DI,  niio  1 
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1,».    .        ,         ■        '  ••    \jn   ti'nwiiwv, 

JjNegalau,,,y,M.  i;.\l,|,,  h.courhcKI 
rtwuluiiv  nu  milietui,.  MX    ce  qui  <lùl 


on  I 


quoi  on  prolonge:  on  prend 


laot 


MX 


puis  il! 


pi.'i'pen- 


Rem 


inrque.  Les  i\(n\x  problèmes 


ornude  en  1  le  cenlie  olierclié.— 
pur  souslraclion  :  IE;=  H). 


curdemcHi  rlrs  / 


iQncu. 


jui  précèdent  servent  do  ba: 


io  au  rac- 


Problème  XV. 


171.  Si 


Un  prend,  sur  un  de.s  colés  de  r,,„;|,. 

do,m,.  une  longueur  Af-  égale  à  (d.;^,,; 
mené  10  pcrpend.culai.o  au  mille,,  de 
•M--,  •■    AO  perpendiculaire  à  AK.    Du 

l-.ntû    avec  OA  pour  rayon,  on  décrit 
une  c.conbrence,  dans  laquelle  Ai:\I 
est  le  .segment  demandé. 
Car  tout  angle  in.srnt  dans  ce  seg- 

'-^AM„Md7),cequiestauss.,amesuredora„gledonnéA 

Problème  XVl. 

'^nlredeux  angles  donnZ' '  '  '''"''  '"'"'  '^'  ""'"^'^  rayon,  ou 

»      s 


«à:  ,,„  Mono  la'     ,i,^     " ,.,  1^,?.  K         7  ?"'"  ''""''  "™>l"«  <lo»- 
possible    le  re.le'      „„  "e  '„;  !„„    i,f  w"*  ',»"'»"'*  '-''  qu'il  es. 

;:;:;;o  P.«.en,  eu4,'.v::u!?/;::;;,,'^-;ivrL";;::?;,r: 
a.«vl?;:i;f,;^i'^r-i",f,f:.;i;'fî,;;.rri"\r--'^^^^ 

dans  le  cas  ci-dessus     cet!     comm-Z  ''^^"''  '  •""'  '^^'-■mple, 

grande  6.  On  peut  donc  dire  que  a  est  les  i^  de  ù 
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KLKMENTS   DK    (IKOMKTIIIE 


Lorsqu'il  s'a^rit  (Carcs  de  même  rayon,  on  les  porto  l'un  sur  l'aiiliv 
à  l'aidu  du  compas  :  («ri  pnrlnnl  des  cordes  ('gnlis,  ,m  déleriiiitio  ih'f. 
arcs  égaux  (  u"  KiiS). 

?5i  Cl!  sont  (Icit.i!  iniijirs  (|ui  sont  ildiiin's,  ou  drcrit,  avoc  uu  nii'iin' 
ray.in,(l(.'s  arcs  qui  leur  suivent  de  mesure,  et  c'est  sur  ces  arcs  (juc 
l'on  opèro:  le  nipport  .|mo  l'on  trouve  entre  les  deux  arcs  existe  aussi 
entre  les  doux  ;iiiyles  (u"  l^'i;;  et  rnn|j;lo  (|ui  correspond  au  derniei 
arc  porté,  est  la  commune  mesure  entre  les  deux  an^'le.-. 

173.  Scolle.  1°  L'opération  indiiiuéi'  dans  ce  inobième  permet  de 
trouver  le  nomlire  des  degrés  d'un  aie  donné  ou  d'un  angle  diuini'  :  il 
sullll  de  comparer  l'arc  au  ijuadninl  [n-  132 j.  l'ar  exemple,  si  Tun; 

considéré  était  les   ,^.^   du  quadrant,   il  serait  les   ]^  do  W  degrés, 

ce  qui  donne  environ  39"  W. 
2"  l'our  établir  le  rapport  de  deux  droites  donm'es,  on  |    ut  les  me- 
surer en  les  rajiportant  à  une  même 
unit(',  et  écrire  je  rappt)rt  des  deux 

_^  nombres   qui  expriment  leurs  lon- 

gueurs.  Par  exemple,  si  les  droile> 

a  et  /*  ont  respectivement  28  et  'M 

millimèlros,  leur  rapport  est  -^p  ou 

7  .  n 

g-  La  droite  a  est  donc  les  ,.  do  b. 


EXERCICES  SUR  LE   LIVRE  II 


S?^l 


M- 


sï'H^vCK'^jt 


% 
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Théorèmes  à  démontrer. 

Arc8  et  cordes.  —  1.  Toute  (Imite  nul  partage  la  circonféronco  eu  deux 
parties  égales  est  ini  (iiauiètre. 

2.  La  plMs  giuiuie  ligue  droite  i|ue  Ton  puisse  mener  <l'iin  point  à  une  elrcon- 
féi-enee  donnée,  est  la  droite  (pd  part  de  ce  point,  passe  au  eeiiti'c,  ut  va  se 
tennincr  à  la  elreonféreuee. 

3.  r.orwpie  deux  clironfércncea  n'ont  aucun  |ioiut  eommini ,  leurs  points  les 
plus  rapprochés  sont  sur  la  direction  des  centres. 

4.  Quelle  (lue  soit  la  position  respective  de  deux  circonférences,  la  plus 
grande  sécante  que  l'ou  puisse  lueucr  de  l'inie  à  l'autre'  est  dans  la  direction 
des  centres. 

5.  La  plus  grande  et  la  plus  petite  corde  que  l'on  ptdssc  mener  par  un  point 
donné  dans  un  cercle  sont  perpendiculaires  l'une  ù,  l'autre,  et  l'ime  d'elles  c-t 
nn  diamètre. 

6.  SI  deux  clrcotifércncçs  8C  coupent,  deux  sécantes  parallèles  menées  par 
les  poiuts  d'Intersection  sont  égales. 

7.  De  toutes  les  sécantes  que  l'on  peut  mener  par  l'un  des  points  d'Inter- 
section de  deux  circonférences,  la  plus  grande  est  celle  qui  est  parallèlo  à  la 
ligne  de»  centres. 


I-IVRE   M.  — 


'A  <:iHcoNr'i.;nK,NCR 


rto  l'un  sur  l'iuihv 
on  (lélerinino  dus 

il ,  avec  un  nièim; 
l  sur  l'cs  iircH  (|uij 
X  arcs  l'xislo  nussi 
■spoiul  au  (tuiiiii.r 
glos. 

)blènie  permet  tli; 

m  aii.irli'  il<inn>''  :  il 

('.\L'in|i|e,  .si  l'arc 

rq  de  W  degrés, 

ri,  on  (    ut  les  nir- 

irlant  à  une  mrnir 

rapport  des  deux 

riment  leurs  lon- 

iple,  si  les  ilroids 

tivemenl  28  l'I  'M 

2.S 
rapport  est   r,r.  mi 
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II 


coiifiTeiico    eu  deux 

I  point  ti  nue  circdii- 
uu  eeuti'o,  et  va  so 

lui ,  leurs  i)oUits  les 

luférenct's,    lu   jiliis 
it  dans  la  direction 

mener  par  nn  point 
,  et  l'une  d'elles  e>t 

rallèlcs  mcnccs  par 

des  points  d'inter- 
il  est  parallèle  à  la 


TangonJo».   —  8.   n,.nv  ,i,.„,*„      ^  ""^ 

...:.,i';7;;;:  "™^ ■  '■■  ■""■"■•■-  ;;;r,:r;^;s:  rr':- .  !,„; 

.«.';:.:"»;';;:r.;r:;'':";;::;!::'r  »  "■■«  *, „.„,„.„  .„  „ „ 

.  "■  «I  i-„„  „,j„, I,,, ,,„;,,","' •''■  »"■"«■  •!•■• ».„„, i„„-,.i """"'" 

H.  lH-s)n,|N|„i ,1,,^  ,1        (rt.,,,„i„  . 

""';:■  ";'":■•■;"  ';-  > •■.;  ,::S'  ;;,,';';:r  " ■"■«»  »  '.■■..»„ , 

£{r,;;:;  ,^:ïïti™r';s-'  =r  ': «  - .,- .. 

Mesure  des  aneles   _.  ih  «i  i 

"":  """"ts  ,l'ln„.r.ec.n  „,  o,    'uh  ,  '"iV'",;'""^'^''™"^  «o  coupent,  et  si  par  l'un 
'""  J;""tIos  oxtrôuUlésdeLlt     .;!;''''■''■'■  ""  ""'•'  '^^  '■•«'•tre.  1      ,,  , 
'l'I  'leux  elreouférenees,  .t  ce        ,,        '''?"'''''■  "^^  «^''■"nd  point  d'inter.  '     n 
, /»•   '/'""te   «Géante  n.e'ncv'   p  .  1^,     '"'''''  "^'  """><'.■'>■<•"  «le      e 

:;s- ;:—  -'^  ar!^  .>i:orïu:^^l.::^,--  -r^-^s 

21)    SI  dei        ■  ot'Kios    (arcs 

-'n"r™;:»;ir'r;;«r'"»':'- *^^   "' °'"  "" 

"t"'£?*f'"*-"°'  '"'"  '"'*'  "'"'°"  '""  "  " '  "»  ■"  "'- 

-'7.  lout  j.arallélneraninu.  in  vw,  tangentes  .Jeux  h  deus 

-.  Tout  trnp..e  .ocë^ri::^;,-  ^-"^  -'  -  -tangler" 


f  '  •>,■ 


»î;'  '::*^v  f^'^ 
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ELEMENTS  DE   GEOMETRIE 


30.  Un  angle  quelconque  étant- formé  par  deux  fangcntos  à  une  même  cir- 
conférence, ti  l'on  mène  une  troisième  tangente  mobile  du  coté  du  sonnnet,  le 
triangle  ainsi  founé  a  un  i>éri'nètre  constant.  —  Kt  l'angle  au  centre  sons  le(iuii 
sera  vue  cette  ti'oisième  tangente  sera  constant.  --  Kxaminer  le  cas  où  l'on 
mènerait  la  tangente  ù  l'oiiiiosé  du  sommet. 

;!1.  SI  l'on  prolonge  un  côté  queicomiue  d'un  triangle  de  ce  (ini  lui  manciiie 
pour  égaler  le  demi-iiérimétre,  l'extrémité  du  prolongement  est  le  point  de 
contact  de  l'un  des  cercles  ex-inscrils. 

S'.'.  Si  l'on  mené  une  sécante  commune  [lar  le  iioint  do  contact  de  deux  cir- 
couféi'cnces  tangentes,  les  tangentes  mences  par  les  extrémités  de  cette  ^ecante 
sont  pai'alléles. 

iiii.  Si  l'on  mène  une  sécante  mobile  par  l'un  des  points  d'intersecticjn  de  den.x 
circonférences  sécantes,  les  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  sécante 
mobile  font  entre  elles  un  angle  constant. 

34.  Étant  donné  un  quadrilatère,  si  l'on  mène  des  circonférences  tangentes 
aux  côtés  pris  trois  à  trois,  les  quatre  centres  ainsi  obtenus  .sont  les  sommets 
d'un  (luadrilatère  inscripiible. 

3f).  SI  un  cercle  se  meut  tangentiellcnieut  à  l'intérieur  d'une  circonférence  de 
rayon  double,  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  décrit  un  dia- 
mètre de  grand  cercle. 

36.  Tliiiurème  de  Bubilier  et  Chaslc.  SI  une  figure  plane  se  déplace  d'une  ma- 
nière queleon(iue  dans  son  plan,  elle  peut  être  amenée  d'une  position  i'i  l'antre 
par  une  rotation  autour  d'un  centre  convenablement  choisi  sur  ce  plan. 

Lieux  géométriques  à  trouver. 

1.  Lien  des  centres  des  circonférences  tangentes  eu  un  point  donné  d'une 
droite  ou  d'une  clrcouférente. 

2.  Lieu  des  centres  des  circonférences  tangentes  à  deux  droites  qui  se 
coupent. 

3.  Une  corde  d'une  longueur  donnée  se  meut  dans  un  cercle  ;  quel  est  le  lien 
décrit  par  son  milieu? 

4.  lileu  des  points  d'où  une  droite  donnée  est  vue  sons  un  angle  donné. 

5.  Une  droite  d'une  longueur  donnée  se  meut  i)arallèlement  k  elle-même,  en 
conservant  l'une  de  ses  extrémités  sur  une  circonférence  donnée,  ou  sur  un 
polygone  donné;  quel  est  le  lieu  décrit  par  l'antre  extrémité? 

C.  Lieu  des  milieux  des  cordes  qui  eonconient  en   un  même  jioint. 

7.  Lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  k  nue  circonférence  donnée  sont 
d'une  longitetir  donnée. 

8.  Lieu  des  iioints  d'où  un  cercle  est  vu  soits  un  angle  doinié. 

9.  Lieu  décrit  jiar  le  milieu  d'une  droite  liiiie,  ([ui  se  meut  dans  un  angle 
droit,  de  manière  que  ses  extrémités  glissent  sur  les  côtés  de  l'angie. 

10.  Un  triangle  a  pour  base  une  eorde  fixe  d'un  cercle,  et  le  troisième  soni 
met  se  metit  sur  l'are  so  i/i-tendu  ;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concotii- 
des  bissectrices  du  triangle  mobile?  —  Quel  est  le  lieu  du  point  de  concotii- 
des  liauteurs  de  ce  ruine  trlangli'? 

U,  Lieu  des  centres  des  circonférences  décrites  avec  un  rayon  donné,  et  titii 
interceiitent  sur  une  droite  donnée  des  cordes  d'itne  longueur  donnée. 

12.  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  distances  de  chacun  d'eu.v  aux 
trois  côtés  (l'un  triangle  éqnllatéral  soit  égale  ii  tine  htnguet'r  donnée. 

Problèmes. 

1.  Par  un  point  donne,  mener  une  droite  qui  passe  k  égale  dist»n«e  de  deiiv 
pi'   .i.s  donnés. 


Hti 


tps  ;ï  une   mémo  cir- 

11  côté  (lu  soiiiiiict ,  le 

an  centre  sou.m  Icciiicl 

iniincr  le  cas  où  l'on 

(]e  ce  (|ni  Ini  nian((U(' 
nent  est    le  i)(iiiit  de 

contact  (le  ilenx  cir- 
iiitOs  (le  cette  .décante 

^intel■^•eelil)n  de  deux 
rOniités  de  la  sécante 

conféreiicos  tangonle.s 

?nus  sont  les  sommetfi 

l'une  circonférence  de 
nujtiilo  décrit  un  dia- 

!  se  déplace  d'une  ma- 
ine  iiosition  à  l'antre 
3lsl  sur  ce  plan. 


n  point  donné  d'une 

doux    droites   qui   se 

■rcle  ;  quel  est  le  lieu 

lin  an^'h!  donné. 

lent  1^  elle-niême,  en 

3  donnée,  ou  snr  un 

Ité? 

u'uic  point. 

onfércnce  donnée  sont 

e  donné. 

'  ment  dans  un  angli' 

do  l'angle. 

,  et  le  troisième  soni- 

ir  le  point  de  concoui- 

dn  point  de  concoiii- 

rayon  donné,  et  qui 
jenr  donnée, 
de  chacun  d'eux  aiiv 
leur  donnée. 


S?alo  distanae  de  deux 


LIVRE   II.  —   LA   CincONFÉRE.VCK  (Jj 

un';SXnS:"  """"'■  """'''•  ""^  "■"''  •""  -'»-  "'-  "••-te  donnée  sous 

une-  Se"  të;;^  "ë  l^'olï^  "'^  '"7  ""''''  "^'^""^'--  --•  -•  >"  P'-t 
longueur  .lonnée  '        "  '""""''^''^  ''''"'  '"^  "«"^  P«'-""^''«  «oit  d'une 

..,;«|:}l;;;:Sp;r,,;;;,:;^-;;-;;"='C,;",rr,r-' - 

6.  Un  p<,int  étant  donné  dans   l'ouverture  d'un   ■uiele     (rMce,-    v 
l'autt-e    une  sécante  qui  ait  ce  point  pour  „,ilie„  '  '      ""  '"''  '^ 

>^it";:,i'a;tcnLi:t';:u,.":r'"""  '-  '-  ^"•--^-"-  --•  -"' 

«^-t/în/r^tï^tnrSi;;;:"^:^^:^"   "^  '--   ^i-nférences,  mener  une 
iai:;:M::';;:rr;r;:oSr''°"  "---'--^^™  sécantes,  mener 

ta.;^  ^troirss  r:;^':rr,Ed;r"-^"^^  ^"'  --  ^  ^-^  -- 

noi'e^";;:;"  -l^  çn.'conférence  qui  passe  ù  égale  distance  de  quatre  points  donnés 

^^^on.^::z  d::r;;:;;r;  ^r  '''-''---  -'  '-----  -^  ^-^ 

ao^uéf^rdonl  ;uïs":o;;rt;'dl't  n    """  ^"•^""^---  "•"  --<■  .""•  >■"  point 
longueur  dCée  '"'"'  ''  ""'''  ^•"•<="'>f<^'''^''>'-'e  donnée  soit  d'une 

■i-ix'  vin.;:!ës'"wt  îr'  aï  rr  r-"^'"  "'•"'^•^  "  -'^  -^''^'-  "-tance  d,. 
tant.' de  l'un  e;,io,.;ntn'''''V'°"''''''^   î'"'"   """    'Station   éqnldis- 

<^Vs  en  A  't      d'  n?cr      n^l  °''"'™;  /'"  ""''^  <l"'^'-'"'.ne  ;  deux  personnes  pla- 
ie mur  on  f  ,   ;  ,  '      '"^  f™''"t'M  1  l'ue  vers  le  mur  OC,  l'antre  ver. 

H  r    ,  '"';■''  "^'  "  ^■•'""  '""^•"-  "''-'"•'^   ■""■""•s  C  et  D  a ppl    ués   ù  v 

'H   s,    urque  ces  d.ux  personnes  puissent  se  voir  l'une  l'autre  ' 

■aii^  'ù  ;"::;..!;;•;  •'^.:;::::  ;'';:?'''■'•" ''"^  rangleinscnt,  mener  une  perpendicu. 
iiLAtiuuitc  dune  droite  ((u'on  ue  peut  prolonger. 

-mi.':;:^';;;  ;-';,^::,^'''-^«î;;  ;;->'>'-"t  =  "^  >I--  cotés  et  la  «.édlane  qui 
-  .  (;     «    "Ire  nu  triangle,  connaissant  les  ndiieux  «les  trois  eôfs. 

^o.n-nc:rï:'di«;;:,.;-E:j;r~;,;:;:-'^'""  -«'^  ^"•^"--'  ^'  ■=' 

î  Construire  un  triangle,  connaissant  le  périmètre  et  les  angles. 

.  1  •  -t  r     '  n  "■;  '"''r"'"'  .""'■'"■•  — '-"t  :  10  ,«  base  e.'la  hauteur;  - 
'-<    lan.le  adjacent;         ,•,.  ,a  base  et  l'angle  au  sommet;  -   4"  la 

et* 


■'-'-. 


1if.li'' 


t)i> 
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w  w^ 


m 


base  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  ;  —  5°  la  base  et  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit; —  G"  la  liautenr  et  l'un  des  angles  (!'gaux. 

27.  Construire  un  triangle  connaissant  :  1"  deux  cùt(:'s  et  la  hauteur  qui 
tombe  sur  l'un  d'eux;  —  •2"  deux  côtés  et  la  liautcur  comprise;  —  3»  un  côté 
et  les  deux  hauteurs  (|ui  iiartont  de  ses  exlréinilés;  —  4"  deux  hauteurs  et  le 
côté  sur  ie(|uel  tonil)e  l'une  d'elles. 

•28.  Construire  un  triangle  connaissant  :  1"  un  angle,  un  côté  de  cet  angle, 
et  la  hauteur  muI  tombe  sur  ce  côté;  —  2"  un  angle,  un  côté  de  cet  angle, 
et  la  hauteur  ([iii  jiart  du  sommet  de  ce  même  angle;  —  ■',•'  un  angle  et  les 
deux  hauteurs  opposées;  —  4"  un  angle,  la  liaiiteur  (ini  tombe  sur  le  côté 
opposé,  et  l'une  des  deux  autres  hauteurs. 

29.  Construire  un  triangle  connaissant  :  1°  un  côté,  un  angle  adjacent,  et  la 
médiane  (lui  tombe  sur  ce  côté;  —  2»  un  côté,  un  angle  adjacent,  et  la  médiane 
^qni  tombe  sur  l'antre  côté  de  cet  angle. 
^— ^  ;W.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  centres  des  cercles  ex-Inscrits. 

31.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  pieds  des  trois  hauteurs. 

32.  Construire  un  triangle,  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  la  somme 
on  la  clifférenco  des  deux  antres  côtés. 

33.  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant  :  1"  les  rayons  des  cercles 
Inscrit  et  circonscrit;  —  2°  l'un  des  angles  aigus  et  le  rayon  dn  cercle  inscrit  ; 
—  3"  nu  côté  de  ('angle  droit  et  le  rayon  du  cercle  Inscrit;  4»  la  somme  des 
côtés  do  l'angle  droit  et  le  rayon  dn  cercle  inscrit. 

34.  Construire  ini  triangle  rectangle  connaissant  :  l»  un  côté  do  l'angle  droit 
et  la  hauteur  (lui  tombe  sur  l'hypoténnse;  -- 2"  l'un  des  angles  aigus,  et  la 
sonnne  ou  la  différence  des  côtés  de  l'angle  droit  ;  —  3»  la  médiane  et  la  hauteur 
cpil  tombent  sur  l'iiypoténuse. 

35.  Construire  nn  triangle  équilntéral,  connaissant  :  1"  la  hauteur;  —  2°  le 
rayon  dn  cercle  inscrit  ;  —  3"  le  rayon  du  cercle  circ(Jiiscrit. 

36.  Construire  un  qiwdrilatère,  connaissant  les  milieux  de  trois  côtés,  et  une 
droite  parallèle  et  égale  au  i|uatrième  côté. 

37.  Construire  un   pentagone,  connaissant  les  milieux  dos  côtés. 

38.  Construire  un  iiaraiielogramme,  connaissant  :  1"  un  côté  et  les  deux  dia- 
gonales; —  2"  detix  côtés,  et  l'une  des  diagoiniles;  —  3"  deux  côtés  adjacents  et 
leur  angle;  —  4"  les  diag(nniles  et  leur  angle. 

39.  Construire  un  quadrilatère,  coimaissant  les  quatre  côtés,  et  l'une  des 
droites  qui  Joignent  les  milieux  dos  côtés  opposés. 

40.  Trois  points,  A,  B,  C,  étant  domiés,  trouver  un  iioint  d'oii  les  distances 
AB  et  BC  soient  vues  .sons  des  angles  domiés  r  et  .s. 

41.  Baccorder  deux  ligues  données,  droites  on  circulaires,  par  nn  arc  d'un 
rayon  donné. 

42.  lîaccorder  deux  lignes  doniu'os  Cl)  et  EF,  en  deux  imlnts  domiés  V)  et  Y. 
par  deux  arcs  de  cercles ,  l'ini  des  rayons  étant  doimô,  et  la  courbe  devaui  passer 
par  un  point  domu'. 

43.  Tracer  une  scotle  entre  deux  parallèles  données,  les  points  de  raccor- 
dement élinit  doiMiés,  ainsi  que  la  profomietir  de  la  mouline. 

44.  Ktam.  domiés  des  pieds-droits  CD  et  El<',  les  raccorder  aux  points  D  et  !•', 
par  un  arc    rampant,  (|ui  touche  une  ligne   donnée  Ad  en  un  point  donné  B. 

45.  Tracer  la  scotio  on  l'arc  ramiiant  par  deux  qinirts  de  circonférence,  les 
pointa  do  raccordement  étant  donnés. 

4(!.  Trouver  un  point  d'où  deux  cercles  donnés  sont  vus  sous  nn  angle 
donné. 

47.  Un  angle  de  47  degrés  est  formé  par  deux  tangentes  à  une  même 
circonférence  ;  quel  est  le  nombre  des  degrés  du  petit  arc  compris  outre  ses 
côtés  ? 


/*^v 


ron  du  cercle  eircon- 

(!'s   et  l;i  hiiutotir  f|ui 

iiprisc  ;  —  ;jo  un  côté 

deux  hauteurs  et  le 

m  côt(5  (le  cet  angle , 
11  côtô  (le  cet  angle, 
—  3"  1111  anple  et  les 
il   tombe    sur  le  c(jt(j 

angle  adjacent,  et  la 
lacent,  et  la  niôdiaiie 

ercles  ex-inscrits, 
i  hauteurs. 
oi)i)os(J  et  la  somme 

es  rayons  des  cercles 
on  du  cercle  iiisi.rit  ; 
rit  ;  40  la  somme  des 

cc'ité  de  l'angle  droit 
angles  aigus ,  et  la 
R'diaue  et  la  hauteur 

a  hauteur  ;  —  2°  le 

t. 

3  trois  côtéâ,  et  une 

C("ités. 

côté  et  les  deux  dia- 

IX  côtés  adjacents  et 

côtés,  et    l'une   des 

lut  d'où  les  distances 

,'s,  par  un  arc  d'un 

oints  donnés  D  et  V, 
.'ourhe  devant  passer 

}s  points  de  raccor- 
ire. 

•  aux  points  D  et  F, 

un  point  donné  I!. 

le  circonférence,  les 

vus  sous   un   angle 

[entes  à  une  même 
u  compris  niitro  ses 


LIVRE  III 


l'IGURES     SEMBLAliLES 


§  I.  -  LIGNES  PROPORTIONNELLIiS 

1  <ii  exemple,  si  les  f|i.a(re  lignes  a,  h,  c,  d 
on    respectivement  pour  lonçueiirs  8,  12    10    l'i     '^    >>         >■■    dÙ 
miiimèlres,  la  première  est  le>  2  ,  de  la  dei.xi,3m,.       ' 
et  la  troisième  est  aussi  les  2/,  ,ie  In  qi.alrid.me  ;' 

on  peut  donc  poser  la  proportion  :   ^*=  '' 

h      d' 

ProposiUon  I.     -  Lemme. 

JS.frï:;;;:r;;::;;;:s;';™;;-;-:;,;:;-;--;;:-^ 
"S';B;i=«£;;!:;-/-t;r''" *„..,::■■"  — 

poserons  avoir  une  longueur  de  .iil  milli-  » 

mètres  ;  et  soit  M  un  point  qui  se  meut  de     1 '-'^^ — . 

A  vers  H.  ^  B 

A  l'origine  du  mouvemeni ,  le  segment  .MA  est  nul ,  ot  M|;  „  ;;„  ,„i,. 
Iimètres;  le  rapport   ^ttt   '"gale  .î^  =  0 

Lorsque  le  point  M  «".éloigne  de  A,  lo  rapport  ^  ,.,.,;,  ,„„  ,  ,,„ 
c.r  le  numéra,,n.r  va  en  augmentant,  et  le  ,l.n,,.,,ina,,.nr,.n,,nni- 

'■-  ■•apport  |[^  (îgale  I ,  lors.pie  1.  point  mohile  est  au  milieu  de 
la  droite  AH;  au  delà,  le  rapport  continue  à  croîlre  indolininien, 

'Jnand  le  point  m(d.le  sera  en  IMe  rapport  ^',\   deviendra   '"'ou 
1  '»/?'!!,  que  Ton  représente  par  a. .  " 

l-<onc,  loi-sqifun  point  se  meut... 


0' 


m 


"  .■'■ài,-r  «1 


yflifca:M3ma'-._t«..,.-,,    -  T  1IIMH 
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170,  Scolio.  1"  11  y  a  toujours,  su  •  la  droite  AP>.  une  position  du 

|iiiiiil  iiiohili;,  et  une  seule,  pour  laquelle  le  rapport    yitï  est  égal  ù 

un  norniiic  duniié.   Car  dès  que  l'on  déplacera  le  point  M,  l'un  des 
leriM'jH  (lu  rapport  augmentera  et  l'autre  diniinueia.,. 


.•¥*■• 


M 

[•'ivirlion . 


>r 


M 


riviction  -.' >J- 


2"  Si  il!  point  M  continue  son  mouvement  au  delà  du  pr'nl  R,  l;i 
disluuci!  MA  variera  (\f'  oil  à  VinfDii,  et  la  distance  MB  de  zéro  à  l'in- 


fini. L 


MA 


lartant  de  l'infini ,  dimii 


Lit  tendra  vers 


l'iinilr. 

Hi  lo  point  M  allait  indéfiniment  sur  la  gauche  du  point  A,  la  dis- 
tance MA  croîtrait  de  zéro  à  l'infini ,  et  la  dir-lance  Ml'.,  de  30  ù  l'in- 

M  A 

//'((/.  I,(!  rapport   —p,  partant  de  zéro,  augmenterait,  et  tendrait  vers 

l'iinilr. 

'A"  Il  y  II  liniJDnrs  deux  positions  du  point  mobile,  et  deux  seule- 
ment ,  j/inir  Irsijiir'li's  le  rapport   '-r-^  est  égal  à  un  nombre  donné. 

Hi  11'  iMiinlire  donné  est  inférieur  à  l'unité,  le---  deux  positions  du 
point  nidliili'  sioni  à  gauche  du  milieu  de  la  ligne  donnée,  et  si  le 
nond)re  duniK'  est  supérieur  à  l'unité ,  les  deux  positions  du  point  mo- 
hilo  sont  à  droite  ilu  milieu  de  la  ligne  donnée. 


N 


JL 


-H- 

b 


Par  fxemido,  la  droite  Al?  étant  supposée  de  nO  milKrnèlres,  si  le 
point  mnhil,.  ,.,^t  coiisidéré.  dans  les  deux  positions  M  et  N,  telles  qw 
MA  cgah'  11,  "t  qui'  NA  égale  2-2 1  o,  on  aura 


MA 


n 
il 


et 


NA_22l'o_  4o  _ri 
N|{~;:)2J/2~ll>o~7 


h'où  la  propurlion   î^fj^^,   que  l'on  traduit  par  l'énoncé  suivant  : 

Les  disliinres  du  point  j\l  aux  deux  points  A  et  B  sont  entre  elles 
roiiyne  les  di.'ilitnrrs  du  point  \  aux  mêmes  points  A  et  B. 

Toutes  l('H  fois  que  l'on  a  cette  relation  remarquable,  on  dit  que  les 
points  M  ri  N  dieisetd  harmonlqurmenl  In  droite  AB;  on  dit  aussi 
que  les  pnliils  M  et  N  sont  conjugués  harmonii/ues  par  rapnort  aux 
points  A  cMi.  '        r  t  f 

l^nproporlinn   ^  =  ^^^    peut  s'écrire  :   ^r  4^1 


0  pai 

elles. 

point; 

à  CB. 

i-fv':/],' 


.  une  position  du 
,    MA       ,  .     ,  . 

oinl  M ,  l'un  des 


M 


l;"i  du  p,  'iil  P>,  In 
IB  do  ZiTd  à  l'in- 

a ,  et  tondra  vers 

I  point  A ,  la  dis- 
SIP.,  de  30  à  l'in- 

t,  et  tendrait  vers 


'e.  el  deux  seule- 

•i  nombre  donné, 

(eux  positions  du 

donnée,  et  ^;i  le 

ons  du  point  mo- 


milllMètres,  ?i  le 
[  et  N,  telles  qm; 


énonce  suivant  : 

sont  entre  elles 
L  et  n. 

e,  on  dit  que  /es 
\R;  on  dit  aus^i 
jar  rapport  aux 
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LOS  ...es  e^„i.eri;ir;;=S,S^ 


iN 


nn  aura  aussi  : 
Donc.   ^  =  ÏA 


NA__f;2i/o      lOM 

WH -2217;=--=  AT  =  2  Va; 


et    AA[_ 


'/2         '1^ 

H  M 
BN 


Proposition  II.  —  Lemme, 


sèmnte.  ''  '""''  "^'^  ^«'•''^s  égales  sur  toute  autre 

paiallcles  qui   ddlerniinent  sur    \l  dos 

parties  égales,  et  soit  lUv  une  autre  sé- 

canle  quelconque. 

Si  l'on  mène  parallèleniont  à  \I  les 
'IroilesBl.,  DM,  etc.,  toutes  ces  droites 
7r   <-;^i;les  respectivement  aux  se-menls 

AG    CE    etc.(no9m,  etpnrconséquont 
'■.ïalos  entre  elles.  ' 

Donc  les  triangles  BLD,  DMF     elc 
sont  égaux  comme  ayant  un  côté  é..aî 
adjacent   à   des    angles   rospectiveme'nl 
'■?aux  fnns7,  ^t  77^    Ainsi  l'on  a 

B1)  =  |)F  =  FH  = 

lionc,  ^,.,s'  p„rallèles  qui  déterminent. 

178.  Corollaire.  Pour  diviser  une 
droite  donnée  AB  en  un  nombre 
qwleonque  de  parties  èqales,  par 
l-xemple  en  5,  on  trace  une  droilc 
iiiilelin"     '  '^ 


^IIK.. 


^it!  AC,  sur  laquelle  on  porte 

pavlwH  rjuclconqucs  égaies  enlre 

puis,  par  les 

s   parallèles 


'■ii'-s,  on  mène  CB, 
P'iints  de   division,   de 
.iCB 


1,; 


MIS' 


■^Wi^ 


it,.y: '«n*,' '•■.#..  ...I 


■',-.^;,jr;yAi...' i- 
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Proposition  III.  —  Théorème. 

170.  Toule  parallHe  à  l'un  des  rôles  d'tui  (ri<ni,,!r  divise  rinns  vn 
même  rafq/orl  les  l'-'iix  autres  côléi  de  ce  Irwnujle.' 

^oil  AHC  un  Iritin.qlu  quciconquo,  et 
soit  1)E  une  pciralîèlo  au  cùi/i  BC.  Il  s'agit 
de  prouver  que  si  le  p"int  D  est.  par  exem- 
ple, aiix  ''"  ,,)  de  la  longueur  AB,  le  point 

1^  sera  ,i  ;-;  i  aux  7/j„  de  la  longueur  AC 

^'  ^^  -"^i  l'on  divise    \B  en   !0  parties  egalor, 

"  de  res  peiiies  y,  Iro'jveront  sur  AD,  et  .'j 

D/ \e  ^"''  '"^-   I^a""  l-o"''  l'"5  points  do  divi.îîon  , 

.'  K  menons  des  parailèli  .:•  à   BC  ,   lo  côté  AC 

■) -V       p'-''a  divisé  eu  10  pirti,/;  ég:il(>,  dont  7  sur 

gL.™™. _.._., -\i    AE  et  3  sur  E(.;  (n"  177).  Ainsi  AE  sera  les 

'/lo  c'e  AC,  eomme  AD  est  les  7/io  de  AP.. 
Le  fh.'Oioinc  est  toujours  vrai,  quelle  que  soit  la  position  du  point  D 

sur  k:  (  ul  ;!  AB. 

Do!>o,  ioulc  parallèle  à  l'un  des  côlcs  d'un  triinr/le... 

180.  Scolie.  1»  En  ap|iliquant  les  propriétés  ■  iinues  des  propor- 
tions, on  a  les  trois  relations  suivantes,  que  l'on  O' ul  d'ailleurs,  trou- 
ver immédiatement  sur  la  figure  : 

AD^AE  DB__EC  AD_AE 

AB      AC         AB"~XC  DB~Ër; 

2»  Les  trois  proportions  qui  précèdent  donnent  aussi  : 

AD_DB_AB 
AE~EC~AG 

30  La  parallèle  DE  peut  être  menée  on  dehors  du  triangle,  soit  au 
delà  de  la  base,  soit  au  delà  du  sommet.  Le  théorème  est  toujours 
■vrai,  et  peut  se  démontrer  comme  dans  le  cas  ci-dessus; 

£-\ ;I^  01 


4"  Si  dc'i    Iroiles  quelconques  OA  el  0  '  lo'^       avers, 


'sees  par   une 


l'i"  divise  flan 


N  un 


l:  quclcoiiqiio,  cl 
cùiê  BC.  Il  s'agit 
t  D  est.  par  exoin- 
ueiir  A 15,  lu  puinl 
la  Uin[.ueur  AC 
'0  parties  égaler, 
iroiit  sur  AI) ,  el  ;j 
linls  (lo  div';;'on , 
BC,  lo  coté  AC 
ég:il(  -,  dont  7  sur 
Ainsi  AE  sera  les 
est  les  7/j,j  (le  AB. 
)ositiou  du  |)oinl  |) 

'le... 

nues  des  propor- 
ul  d'ailleurs,  trou- 

Lissi  : 


1  triangle,  soit  au 
rème  est  toujours 
3sus; 


lucrsccs  par   une 


LIVRE   m.  —   FIGURES  SEMBLABLES  QJ 

cian>.  ,e  la  seconj:];:^  0^;;^; -^ir  f^o^i'^^:?"'^'"^  ^"■'■'■^^^^"- 

oçi^GE_qE__FA:    or,     c.\ 

on    w~oF~Fb=ur)=^îm 


OA 


j-r  ou  911  ^OK    or;    oa 
OB       'ni~w  =  oD-m 


Proposition  IV.  —  Théorème. 

-S;..J::';«::£/rr:;2  •  t;r.;;;  ■  -"^'-^  '-"^^-^  ^^-  ^^'-  ^'-n 

rapport  les  deux  eûtes  AB  et  AG  <lu  triangle 
ABC,  de  sorte  que  l'on  ait   ^^z='^^ 

Si  |,ar  le  point  D  on  menait'  unc'parallèle 
•'  i>^',  celte  parallèle  diviserait  AG  dans  un 
rapport  ,^gal  à  1)^.  Or  il  n'y  a,  entre  A 
•jtC,  qu'un  seul  point  pourloqud  le  rapport 
des  distances  aux  deux  points  A  et   C  soit 

égal  au  rapport   {i^i   fn»  170);  donela  paral- 

''il'r;;',fSSf "''"'"' ^'^  ^'  '^^  ^°  '^°»f-^'r^  ^vec  DE. 
ijuin, ,  louie  ClroUi!  qui  coit/ir... 

^r^i^vt^'mUS^''''  ^'^^  '  '''"^-'-•-  -  à  l-extérieur  du 

Proposition  V.  —  Théorème. 

AB  et  A(?  ''"'"'""^  '''  ""''''"■'  '^'-■^  ^^"-^  '^"'•■s 

1»  Celle  droite  coupe  dans  un  même  rapport  les 

deux  cotes  AB  et  AG;  donc  etle  est  parallèle  au 

troisième  côté  BC  {n"  181);  laïuiitie  au 

20  Menons  EF  parallèle  'à  AI];  les  deux  côtés 
no  iToi     T      ■'"'"'.  ''""'   ""  '"^"^'^  '•apport    ^^ 
ue  (.A,  le  point  I'  est  auss  le  milion  H<.  ci»    ivi  •    i      i     ■ 

Proposition  VI.  —  Théorème. 

183.  Les  trois  médianes  d'un  triannle  se  rrnrmu,..», 

liiangle  AI5C;  considérons  d'abord  deux  médianes  BE  et  CD. 


i'-'(ife>:.'>^ 


•  ■'^i.'tf-'-i'.  I 


■•wiiii  fil  iiiir  Tiwmriia 


fil 


ïr    f'- 


'i/"f 


Hi 

B 

^^^^ 

^^,:- 

,    :-„ .. 

^^^H^Jw! 

mHnSft 

.  .3,i,:i 

mmË 

Hi 

'"      ■■■' 

^^^Plf^ 

p^ii' 

-*1 

^^^Ki 

^^! 

:î-î 

H^i 

1^1 

.•?^"' 

^^pIé| 

|pf;f 

■■  '1  .. 

^m 

■\.«i 
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ÉLI-MrîNTS   DE   GÉOMÉTRIE 


Onns  lo  (rian?le  OBr,,  si  l'on  mrno  la  droile  (-.F  pnr  los  milioii  'les 
cotes  015  cl  OC,  celle  droile  sera  parallèle  au  côlé  lif.,  et  e  ira  le  à  sa 

moitié  (il"  182). 

De  même,  flans  lo  trianprlo  ART,,  la  droile 
1»H  est  |.arall(Me  au  cn\é  HC,  et  éi,'ale  à  sa 
moili.;.  Donc  le  quadrilatère  I)L:1''G  est  un 
parailélo.ifraiDiiie,  comme  ayant  deux  côtés 
égaux  cl  parallèles.  Or  les'diaironales  d'un 
ri;r;illélocrramme  se  cou|)ent  en  leurs  mi- 
lieux; on  a  donc  OI)  =  OF=^F(:;  de  même 

,.       .,  .        ^  OE  =  0(i=:GH. 

Amsi  le  pomt  0  est  aux  y.,  de  chacune  des  médianes  HE  el  CD  •  et  la 
médiane  qui  partirait  du  sommet  A  rencontrerait  aussi  la  médiane  BE 
aux  -J/ydi!  cette  dernière,  c'est-à-dire  en  0. 

llonc,  les  trois  médianes... 

Proposition  VII.  —  Théorème. 

184,  Ln  bisseciricc  (Vuu  cuigir  iiitëricur  d'un  Irianrjlc  dirise  le  rÔlè 
oppose  en  deux  parties  proportiunnellen  aux  deux  autres  eûtes. 

t^oit  \[\C.  un  lrian,!,de  quelcon- 
que, et  CM  la  lji.ssectricc  de  Tan- 
tale C.  11  s'a.tfit  do  prouver  (lue 
MA_CA 
iMH~CB 
Prolongeons    AC,    et   menons 
HE  parallèle  à  CM.  Les  angles  c 
et  r  sont  égaux  comme  corres- 
pondants, r  et  s  jiar  hypothèse, 
s  et  i  comme  allernos-inlernes  ; 
donc  e=i,   le   triangle   HCE  est 
isocèle,  et  en  — CE. 

Or,  les  parallèles  CM  et  HE  donnent  (n"  170)  :   ^==1LA  .  p..  ..gm- 

^  '      WH      CE' 

plaçant  CE  par  CB,  on  a   ^=^,   ce  qu'il  fallail  démontrer. 

Donc,  la  bissectrice  d'un  angle  intérieur... 

18b.  Scolie.  Réciproquement,  si  l'on  donne  la proporlio»  ~=^, 

la  droite  CM  est  bissectrice  de  l'angle  C.  Car  entre  A  el  B,  il  n'existe 
qu'un  point  dont  les  distances  aux  deux  points  A  et  B  soient  entre 

elles  dans  le  rapport  ~-,  et  la  bissectrice  de  l'angle  C  aboutit  à  c^' 
point  (nolTG). 

Proposition  VIII.  —  Théorème. 

186.  La  bissectrice  d'un  angle  extérieur  d'un  triangle  détermine 
svr  le  prolongement  du  râlé  opposé,  un  point  dont  les  distances  aur 


ir  les  milieu,  des 
U'-,  et  (^irnlo  ,'i  sa 

e  ART, ,  la  (Irriito 
'' ,  ol  CLfulo  à  sa 
■e  l)Iil'"G  est  un 
lynnt  deux  côh's 
din.uonaltjs  d'un 
il  i-'ri  leurs  mi- 
=  Fd;  (le  iiiènii; 

liEel  r.i);ella 
3i  la  médiane  lili 


I.IVHE    III.  —   FIGURES   SEMBLABLES 


f)lc  d irise  le  côté 
litres  côtés. 
•ian.tfjo  (iiielcon- 
isectricc  do  Fan- 
prouvei-  ([uc 
C\ 
CI'. 

iH,  et  menons 
M.  Les  angles  c 
comme  corres- 
par  hypothèse, 
L'rnos-inl(ji'iics  ; 
inngio   \iC.E  est 

;e. 

t.  A 
=  rrp  ;  en  rem- 

lémontrer. 


AfA 


'ivn    -ï-ri-.  = 


TA 

cl  n,  il  n'existe 
H  soient  entre 

G  aboutit  à  ce 


'flr/c  détermine . 
s  dislances  aur 
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e.lréM  de  ee  côté  sont  entre  elles  com.ne  les  deu.r  autres  côtés  du 

Soit  ABC  lin  (riaiiijie  ipiel- 
(•nn(|ue,  et  C.N  la  his-eclrice 
de  l'angle  exiérieiir  BCF.  Il 
s'agit  de  prouver  que 

na_(;a 

NH~"r:Tr 

Menons  HE  parallèle  à  CN 
éstSc^Cel  S^;,f  ■"-internes;  donc  e^z/le  triaiI^^'oI^E 

Or,  les  parallèles  T.N  et  P.E  donnent  (n»  180)  :   ^  =  ^A;  en  rem- 
plaçant CE  par  en,  on  a   ^=.^,  ce  qu'il  fallait  démlrer. 

Donc,  la  Inssectriee  d'un  angle  extérieur... 

187.  SooHe,  Réciproquement,  si  l'on  donne  la  proportion  ^  =  ^, 

,'",f  "''V,?  .?'  ,''--'-'"''V^  de  Vnnçile  extérieur  BCF.  Car,  .^droite  de 
la  D.^ne  Alî ,  il  n'ex.sie  qu'un  poini  dont  les  dislances  au.x  dl'ux  potis 

A  et  B  soient  entre  elles  dans  le  rapport    J^;  et  la  bissectrice  de 
l'angle  extérieur  BCF  aboutit  à  ce  point  (n»  170,  3o). 

S  H.  -  POLYGONES  SEMBLABLES 

Définitions. 

188.  On  appelle  pohjçjnnrs  semblalAes  des   polvirones  oui  ont  Ip« 
nMes  n.spec.,vemenl  égaux,  et  les  côtés  homîlo^uerÏÏ,r;,:mcm: 

On  appelle  côtés  homologues,  dans  les  figures  semblables    les  côlés 
'|u,  sont  adjacents  aux  angles  respeclivemeul  é.raux 

^le'Shomo^iS."'^""'''"'"^  '°  nombre'qui  exprime  le  rappor, 
Deux  polygones  sont  équianr,les  entre  eux  lorsqu'ils  ont  les  an^rles 
espec  .vement  égaux;  _  ^luilatéraux  entre  eux  lorsqu'ils  ont"  e 
l'i'Ies  respectivement  égaux.  ^ 


189.  Toute  p. 


Proposition  IX. 

•<trall  ' 


Théorème. 


second  triangle  scmbluhl 


menée  à  un  côté  d'un  triangle  détermine  un 


H 

ri's 


boil  ABC  un  trianir 


pron.ie. 


gi"  quelconque,  el  DE  une  parallèle  au  côlé  BC. 


s'agit  de  prouver  qîc  )-)s  deux  trianiries  ADt 


ipeclivement  égaux .  .■h  les  cotés  homologues  dan 


et  AI'.C  onl  les  ancrles 


s  un  même  rapport. 


mi 


i^fi 


m 


'!'!•'. 


■'èK 


mM 


%^ 


nt^mmmmÊmÊÊÊÊÊÉm^ 


h>  K 


El     •" 


'm 
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lÎLKMENTS   DE   GÉOMKTHIK 


1°  L'an::'.' A  est  conumin;  jcs  anplos  K  el  15  soiil  ej:aux  rominecor- 


i-'spondnnls,  ninsi  que  R  et  C 

2"  Menons  DF  parallèle  à  AC.  La  fmm-o. 
JtKC.F  est  un  |iarallél(i}.rramme,  et  ainH'"l)|': 
=  F(:  (no  9(1).  A  cause  <les  parallèles  DE  et  HC 

on  a  (no  180):    j^~')^.   Les  parallèles  DF 

et  AT,  dnnni'P»  éyalemenl  : 


AlJ      PC  ou  DE 


AI)      A  F      l»H 


Honr,  (oitlc  p'irallrir  menée  à  un  côté... 

Scolio,  Le  théorème  est  encore  vrai  lorsiiue  la  parallèle  e^t  en  de- 
hors du  trianp-le. 

Proposition  X.  —  Théorème  de  Thaïes. 

190.  Deux  triangles  sont  semblables  : 

1»  Lorsqu'ih  ont  deux  anglea  respect ivcment  égau.e- 

20  Lors,ju' ils  ont   un  angle  égal  rumpris  mire  des' eôlés  nropor- 
tioiinets;  '      '^ 

3"  Lvrs/ju'ils  ont  les  trois  côtés  jiropnrtiunnels. 

1"  Cas.  Soient  les  deuy  triangles 
AliC  et  DEF,  qui  onl  l'an.jle  A  égal 
à  I',  el  l'ann-le  15  égal  à  E.  Prenons 
lit. -^  AH,  et  menons  Gll  parallèle 
à  EF.  Le  triangle  UGIIest  senihliil  I 
à  I)I:F  (noiNU),  el  il  suriil  ,!,.  prou- 
ver l'égalilé  des  deu.\  trian-les  AJ3G 
et  ])GH. 

Les  angles  B  el  E  sont  égaux  par 

£      "  F.     ''ypo'l'i-e:  E  et  G  sont  égaux  comme 

I  »       r  eorresp'ihdanis;  ainsi  B  =  G-    d'ail- 

leurs  A:^r.  par  hypothèse;  d,   ,c  les  deLx  ■i.ian.es  AiîC  el  h.îH  sont 
égaux  con..  ,•  ayanl  an  côté  é„d  adjacent   ,  des  angles  rc.pec.u^m.;;;! 

a^  Cas.  S.^ent  les^deux  triangles  ABC  et  DEF,  tels  <|ue  l'on  ait  : 

A  =  D,  et   |,^'-,yj;^.    Prenon?  !iG  =  AB,  e<  menons  GH  parallèle  à 

EF.   Le  (ri.mgic  I.GH  est  semblable  à  DEF,  el  il   .  ,;llt  de  prouver 
I  egahte  des  deux  triangles  ABC  d  ] Mi[[.  ' 

Les  parallèles  Gll  et  EF.  mneni    KS  =  Ull.  Or,  comme  DG^AH. 


clique,  par  hypothèse. 


DE~|)K 

-0J7,  on  en  (ImIuII  jjp-=]^: 
d'où  A(;=:DH.  Donc  le  ,„-i,x  i.i.mgles  ABG  o\  !*GH  sont  é— lux 
comme  ayanl  un  angle  égal  compris  entre  des  cote,  respective;;;.;;! 


1 

il 


ail 

à  E 

l'ég 

L 

Or, 
que 

égal 

Vcui 
AC: 

ciinii 

19 
eiilrt 

rus  0 

lii  le, 
doiiii 
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''S  ce 
I  les  i 

Ui'  .'le 

bi.ii 

triang 
pecliv- 
pectivi 
suriit 
équian 
Dou; 
parai  le 
cliacim 

■■^Upfili'l 

on  a  du 


Et  si 
1»      . 

Oo 

Or  la 
angles  ( 
troisièm 

Donc, 

Srolie, 

fierpi-ndt 


,'gaiix  comme  cor- 

;"•  AC.  Ln  fli,'uro 
ime,  et  ain^i  Di: 
Jrallèlos  DE  et  UC 

^es  parallèles  l)F 


L>_A_r;:__  \)K 


rallèle  e=l  en  dé- 
liés. 

uv; 

es  côtés  propor- 


s  dour  triangles 
m  l'i\uj[tà  A  égal 
gai  à  E.  Prenons 
ns  Gll  parallrle 
(j il  est  seml)l;il  i 
il  snllif  (Ir  |.riiu- 
IX  triangles  AliC 

5  sont  égaux  par 
)nl  égaux  comme 
>i  B  =  G;  d'ail- 
.150  el  |)(iH  sont 
s  rc^peclivemiiil 

els  (|ue  l'on  ait  : 

3  GH  parallèle  à 

iMit  du  prouver 

imme  DG  — Mi, 

'^    l)F-T7F' 

'v>H  iiiijl   é:raux 

/espectiv(!menl 


r-ivHE  m,  -  Ki(;(.REs  semblables  ji 

,;:;cM:;rHr^"^'^'"'-'-^'''^-''^F,t^is,,ncion 

•   I.E      I.I.--EK.   Prenons  DG  =  Ali,  et  menons  GH  parallèle 
iv:^a^r3ëïi^tSr;?j;'ï';lr;il  "'^^'  -  '-  -^^^  '■  'prouva 

''"''"'""""''■  ^'-^^  "-'«Mes  I.GU  H   M,,,.  ,,„„„.,    I)'i^_bH_,;M 
Or,  comme  l)(;  =  AIÎ     I,.  ,„.„„,;  „   ,  '   ''''      Dp  —  EP" 

'l'"'  '"  IHcnicrdcs  ,..' i'    ;        n  .,;  ^:^^"'"'^  '•"Pl""''^  '-t.  le  mémo 
'■^^'"x  de  par.  ei  .raulr.  ;    •       ,  «t    r."  ['-""^  ''.'^  """"«  -•"Pl-ls  s,„„ 

-"-  ay-l.  ies  tri':  ' 'X i^ïcU^J^^rtif  ^  ^^  "<^"  -'^  .^..ù^ 

eJ:^>îT;t^.';S,;:;:.:f^,:-;;f  '•  ^"'  -""-<  "''^'-  -^'a^iis 

'■"«  d-égnliié  [no  i7)    |,a  s  h  ,1  mon     'T'  ''''/"^^"«"«''''^  "vec  les  /*.o/,v 
'•-""^  ABC  et  le  triangle  nu^u'^elM^:  ■''''''"^""''  '''"^''^  '^  "■'^"^"'• 


Propo.ition  XI.  ~  Théorème. 


;s  côtes  respect iremcnt  para l- 
'  ''''"^"'''■Vx-'-tivementperpen- 
'"■    ''^'^es  .sont  snnhluhlrs 

b  .lont  ABC  et  A'B'G'  deux 
lnang<,  ■  qui  ont  les  colés  res- 
PeolI^     ,  ,  Ml  paniièies  ou  res- 

peclnemenlper.endieulaircs.il 
sullil  de  pn.  ..  qu'ils  sont 
equiangles  eni,       i,x  fa.,  lya 

iJcux  angles  qu,  onl  |,,s  côtés 
(■'"■alleles   ou    perpendiculaires 

'l'^cunaeharunsontégaux.ou 
■~"p|'l''inentaires  [n»??]- 

011  a  dune  '  .        . , 

A  =  A      ou  Iji   n 

B  =  IV     ou  iiiiii 

Et  si  l'on  ne  ,„.ul  ï.mJ.\Zv      "!j'  '''''"•    '  '  "^  '  '  =-"ioils. 

■10  v^V  J<  +  B  =  2dnMls,     (;  +  G'='J,lroi(s; 

30  -^^-^  B+ l;^:^dn,ils,     C-H(;'=2droits; 


A-+-A'=r2droils, 
H -h  ir-=2  (Irnji.s, 
''■^-'"  =  2droil^ 


an 


troisième  est  d 


IJoiie,  deux  t 


onc  =eule 


'iangl, 


imissibl 


«econde  donnerait  plus  de  4  droits:  1.: 


es  qui  ont  les  eûtes. 


!::!!:;..:^^_^«^^'''^"^''^«.'''«^"'é. 


Perpendintlaires  entr 


'e  eux. 


mulogiirs  sont  parullùles  ou 


7-2 
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■  til 


m 


f 


à 


•^■;.' 


Propotition  XII.  —  Théorème. 

I!t3.  Deux  pulyiioneu  rcijutirra  d'un  mnnr  nomhrr  ilr  nUrs  sutil  grni- 
/iliihlfs. 

SJoiunl  l'  cl  P'  doux  |io|yj.'nni's  i-i'irulitTs  de  /)   côli's.  Il  s"îi(,'it  il,' 

prouver  (|iio  Il'h  .'Mi^'Il's  sorti 
iv>|ii'i'tivi'iiii'til  l'jroiix,  el  (|ii.' 
les  colés  iK.'iiioJojj'iii.'s  soiil 
dans  un  môme  rnpporl. 

1"  Dana  cliiiciin  do  ces  pn- 
lytrone^.  lu  soniiiu'  d^'s  ouLdcs 
d(''priid  du  iioinlii'c  II  dos  côl('- 
(n"  yo),  el,  eetlo  somme  l'^'alo 
(»— 2)2  droits;  et  comnio 
tous  les  angle.-,  de  ehaquo  polvu-one  sont  T'iraux,  chacun  de  ces  anulc^ 

2"  Les  côtés  ",  I).  c,...    .lu  pn^mior  polyfron(!  élont   éuaux  entiv 
eux,  aussi  bien  que  les  côtés  n',  h',  c'....  du  second,  on  a  iclrnli(|uc- 

ment:     ^•,=  Ji=^. 
a      b      c 

Donc,  deux  fiuhjgonrs  réguliers,.. 

l'J'4.  Corollaire.  Deux  rcrrifs  qiirlrnnr/iii's  si»U  deux  figures  seiii- 
l'Iables.  Car  ces  cercles  sont  les  limites  vers  les(|uo||es  ten.lcnt  deii\ 

polygones  réguliers  semblabl.'-. 
dans  lesciuels  le  nombre  di> 
côtés  auprmentc  indéllniment.  — 
El  les  cercles  eux-nièmes  peu- 
veut  être  ciiusidérés  eonune  drs 
pobjgiiucs  réguliers  d'au  iioui- 
/'JY'  indéfini  de  colés. 

Pour  Justifier  celte  considé' 
ration,  conct!vons  un  polygone 
rt^LTulier  de  360  côlés  dans  un  cercle  de  1  («Kl  mètres  de  rayon:  loCôd' 
du  pidygone  aura  pour  longmjur  17'"  ^'j,' 11! (17,  et  l'arc  sous- tendu 
aura  17'"  «'i.'y  2'.t;  ainsi  ces  deux  longueurs  ne  dillereni  (jue  de  22  cen- 
tièmes de  millimètre. 

Dans  deux  cercles  quelconques,  on  appelle  urrs  seui/ilublcs,  ser- 
leurs  senddahtes,  seg)ueuls  scmldahlcs,  des  arcs,  secteurs  ou  segnienl>. 
qui  correspondent  à  des  angles  au  cenlre  égaux. 

Proposition  XIII.  —  Théorème. 

19o.  Deux  polygones  semldahles  peuvent  être  décomposés  en  mi 
même  nombre  de  triangles  semblables  cbaeun  (t  chacun,  et  seudila^ 
blemeul  disposés. 

Soient  P  et  P'  deux  polygones  semblables.  De  deux  sommets  bo- 
Dtologues  Aet  A',  menons  les  diagonales  AC ,  AD,  A'C,  A'JV.  Il  faiil 


,.,€'  ^ 
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irr  ilr  ciUcs  xtiill  ,S('//i- 

I  côlôs.  Il  s'ii^'il  (|,> 
|ll(',  les  .'Mi^'k's  sniil 
iiii'ril  l'^jiiii.x  ,  et  (|iii> 

llOI|lo|i)|.rni;H      Sdlil 

lômo  r.'i|)|)orl. 

chiKiiii  (|i>  ces  |in- 
a  simuiie  d's  nulles 

iifiiiilir'c  )(  dos  cùl('~ 
I,  ('t'Ilo  s(jimnu  (''j.'ulc 
droits;  ot,  l'oiiime 
hucuii  de  ces  angles 


étant   cijaiix  entn 
id,  on  a  id('ntii|ui - 


flcILV    fl(llll'CS  -It'lll- 

nrlli's  tciiili'iit  deux 
yiiliiTs  semblable-. 
Is  le  ntinibre  dr> 
nie  indéliiiiment.— 
s  r'iix-nièmes  jicn- 
isidrirs  conitnn  drs 
'{jiiliers  (I'hii  iioiii- 
'te  cùicti. 

ifier  cette  considé- 
ovoiis  un  polviToiM 
s  de  l'iu  on  ;  le  l'ùlc 
Tare  sous-  tendu 
en!  ([ue  de  22  cm- 

■s'  si'))i//l(iblct< f  ,s'(v- 
leurs  ou  setrmeni?. 


lécomposcs  eu   im 
lacitn,  et  semlilti 

leux  sommets  lio- 
A'C,  A'I)'.  Il  faul 
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|iroiiver  que  les  Iriuni'les  f-'    C,    Il      >.  »  ., 

1'",  ( ;',  H'.  "       »  .  <^ ,  " ,  sont  ruspecliveincnt  semblables  à 

A 

'D 


Les  deux  i.olvgones  ►itant 
senil)l,ibles,  leurs  antries  sont 
Pt"8|.e(|ivenienl  ,;>.^a„x  ,  cl, 
li'urs  cotos  honiolo^rins  sont 
dans  un  même  rapport 
(n-  m);  don.-,  les  doux 
[rinn.Ld,,,  p  ^t  F'  sont  sem- 
blables romme  ayiitil  un  an- 

""lil<*<le  des  triangles  <!  et  G  "  '^^  "  •  "  '•este  à  prouver  la  si- 

recuite  ■"-*•.    -es  mêmes  triangles  sem- 

Ai?      ai:      , , 

et  les  polygones 


blables  F  et  F'  donnent  la  proportion    ^IL=  A 
1,,  ATT     A'C/ 


P  et  P'  donnent 


Ainsi  les  deux 


IrianLrle^  r  -.»  r-        .       '' "  A'C'  — mi'-     ^'"S'  '«s  deux 

U«no  (/,,((,<•  puly(jon,'H  semblables  peuvent... 

*on^  semblables  '  '''"'""  ''<  '<:'nl'lablement  disposés 

^  De  i^simiH  ï  ;!;;  ;:'^£rt.ï"";"'''"f'"'^'-^'''''''-'- 

'•-f-s'ouC;  oni.rouv....niH,."      ,7-     :.''  =  •'  •  '' «"  '"-l-^ou  C  éuale 
.       I" nuve,  ait  de  même  V.^^alilé  des  angles  D  .1  D',  A  cTa' 

'■■■  •-'       •      ■■  AH        ne       AC, 


2»  Les  triangles  F  et  F'  .lonnen 
les  triangles  (J  et  G' 


A'IV 
AC 


AD 
A"TJ' 


Cl) 

"  cv  '■ 

IJE 


AD 


""ÂTT 
AE 

'A'Ë' 


les  triangles  IJ  et  II' 

fl,  à  cause  des  rapports  communs,  on  ^ 

,  AU      BC'      CTT-DIT-ÈT 

21::;!:;^.'"''"°"^^  ^  ''  ^'  ^"^  ■-•-  -'-  '-mologues  dans  un 

Donc  </fMa;yyo/(/yo/(C,s, .7,//,,, »4,:v  ./•,...   ,,,  ;   ,,  . 

■- ''  "/  -i.^.-!  .1/..,,  turiiie  ituinoi'e 


''■''**■■■< 
■  -■-».. 


■■^ •     "     T 


wm 


iw  -  n 

» 

';( 

î 

î 

•t  ■ . 

I 
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cotes  homologues  par  des  Irian.cles  semblables  el,  semblablcmenl  placés 

On  nomme  droites  homologues  des  droites  qui  joiun,.ut  deux  points 

>omo  ogues;  par  exemple,  les  diagonales  qui  joignent  les  somme  s 

homologues  sont  des  droites  homologues.      ^      ^    '^       '         sommets 

Proposition  XIV.  —  Théorème, 


198.  Dans  deux  polygones  semblables,  toutes  les  lianes  homok 


sont   dans   un   même 


ogues 

■apport, 


qui  est  le  rapport  do  similitudi 


P    et   P'  deux  jioly- 


;n»188. 
Soient 

gones  semblables,  et  soit  -"   le 

n 

rapport  de  s'nnilitude. 

n„„.'   An  ^>   A 'H'  .•  ^^    "^"•'^  diagonales  homolo- 

aÏr' ?no  lo.?   appartiennent  à  des  triangles  semblables  ADE  et 
ADii   (n»  195);  on  a  donc 

AD  _  AE       m 

A'D'~A'E'~  n 

2»  Les  points  F  el  F',  pris  de  manière  û  diviser  dans  un  même  ran- 

por  les  deux  diagonales  Al)  et  A'D',  sont  des  points  humologuesin"  1U7)- 

car  es  Inangles  AEF  et  A'EF'  sont  sen.blables  eonune  ayant  un  anSe 

égal  (  j  =:  (  ;  compris  entre  des  cùlés  proportionnels. 

Soient  G  et  G'  deux  autres  iwinls  Inonolmnies ,  détcrminr.s  i.-ir  les 

riang  les  semblables  AHG  et  A'irG' ,  les  droites  FG  el  F'G  s"^;'.     e  n 

lignes  homologues    n»  .197)  ;  il  faut  donc  prouver  qu,3  leur  rapport  est 

le  même  que  celui  des  calés.  '^'ipuiit^,i 

Les  triangles  semblables  AliG  el  A'Ii'G'  donnent  4^,  = -A!^  ::^ '^î- . 
L'angle  s  =  s';  et  comme  l'angle  total  A  =  A',  si  Ton  retranche /et, s  du 
premier,  ^  et  s  du  second,  les  angles  restants  V  et  .'seront,-..aux  lo  c^ 
les  triangles  AFG  et  A'F'G'  sont  semblable  comme  ayant  un  a. ^e  égal 
compris  entre  des  côtés  |>rufinrlionin,.l>;  cl  l'on  a  X~^  -^^■,^'"  ro 
qu'il  fallait  démontrer.  ''  ^       ^'^"^       "  '  ' 

Donc  '/(»)).s  den.r  ^olggimrs  senddahles.,. 

199.  Corollaire.  Dans  deux  ,„d gg,u,rs  rrgatiers  d'un  même  nnnd,re 
de  ces,  les  rayons  et  les  apotIU'mes  sont  dans  le  n,ême  rap.nrt  .,ne 
les  cotes.  "     '  /  " 

sonfio^wî?',  ^T  ''""^^''.■'T'««  quelconques,  deux  points  isolés 
sont /(omu  03UC.S  lorsque,, |„in(s  aux  .■entres,  ils  diviserit  les  rayons 
dans  un  même  rapporl.  Ils  peuvent  être  dans  le  cercle,  comme  A  cU' 
ou  hors  du  cercle ,  comme  13  el  IV.  ' 

Deux  droites  AD  el  AD'  sont  //„,/„,/,.,,».,  ,,,,•  rapport  à  deux  cerck- 
lorsqu  elles  partent  de  deux  points  homologues  A  et  A',  et  qu'en  joi- 


\;-:  f:\-l'. 


ablemenl  plarés. 
l'iit  deux  points 
!iit  les  sommets 


ncs  homologues 
mcmi'.  rapport, 
l't  de  similitude 

P'  deux  poly- 

s,  cl  soit  -      le 

n 

liiudi'. 

Jiialcs  hoinolo- 

•lables  ADE  el 


i  un  même  rap- 

1/0,7  «es  (n'>  11)7); 
ayant  un  angle 

■rminés  par  les 
'G'  seront  deux 
iur  rapport  est 


'       aïs 

m. 

.'      Al} — 

n 

ranchei'ei.* 

du 

nti'gaux.  D 

On  G 

l  un  angle  t 

ual 

A(i           )ll 

A'G' 


ce 


nicnw  nitiiiht'c 
x  rapport  (jite 

points  isolés 
■nt  les  rayons 
l'inme  A  et  A, 

t  deux  certies, 
et  qu'en  joi- 
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bomblaWes  AlJO  et  A'B'O'  doi.nent    A^  -  0 A 

A'U'      o'A''  '■' puisque  les  points 
■A  et  A'  sont  homologues,  on  a  ^,  =  ^,,  Uonc    AH -_  OC 

Los  lignes  liomolo-ues  les  A'ii'-cm" 

plus  remarquables  dans  deux 
•■errles  sont  les  cordes  bomo-    ^ 
logues   (AH,  Air),    les   tan- 
gentes bomologuesfCD,  G'D'i 
les  sécantes  homologues  (OD,' 

.^.^'■''^'^''''■'".yles  semblables 

AOHetA'O'ir,  OCDetO'G'D' 

on  prouve  directement  que  ces 

1.8nes  sont  entre  elles  comme  les  rayons  des  deux  cercles 


Proposition  KV.  -  Théorème. 


o"  romme  dr,,r  tùjnes  homo' 
'■l'Iliirs  </i(r/cn7iijiir.s. 

f.-s  iM.ly.uones  P  et  P'  étant 
•semldubles,  on  a 

"  :^  ''  —  i'        '' 
o'      b'      d 

d'où 


Cl' 

p-* 

a'  -i- 1/  ^  c'  -h  W  ~ 

a 

l'onr  1rs  prrino-lrr,  de  deux  pot,j,,on,'s... 


^^>i.  Corollaire.  JJuriH  dni,r  i,„/u,„,„  .■     ■      /- 

f  cotés,  les  pérùu,,,.,,  sontZ!^':^:::;::^:';'  '^  '"*  ""^"-  "-"^'•'■ 
'-  «.0,..,..: ,.,,  ees  polygones  si^r;:;;^;;,^:^';://;-  -  — 


:  4•-".^V• 


,^^.^■ 


r/'ir;;'^',.:" 


^'^'^^^iir 


i<'  >;. 'i Vil-  .?■! 


iSH 


;  ■■'■■..•<Jj>'^''1 


fi. 


te"» 


.V.    /^ 


/,-    ^ 
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Proposition  XVI.  —  Théorème. 


203.  Dell 


V  euro  II 


['■■ 


ijnelconijue»  sont  enirc  elles  comme  leurs 


raijoits  ou  comme  leurs  diamèlref 

En  effet,  deux  circonférences 
quelconques  G  et  G'  sont  les  limites 
vers  lesquelles  lendenl  les  péri- 
mètres des  i)olyL;ones  rétruliers  sem- 
blables que  l'on  peut  inscrire  dans 
l'une  et  dans  l'autre,  lorsque  le 
nombre  des  côtés  auirmente  iiidéli- 
nimenl.  Et  ces  circonlërences  elles- 
mêmes  peuvent  être  considérées  comme  les  périmètres  de  deux  poly- 
gones réguliers  d'un  nombre  indéfini  de  côtés.   On  a  donc,  en  apjili- 

quant  la  propriété  des  polygones  réguliers  :   ~,  =  ''-^,z=~.. 

Donc  deux  eireonjerences  quelconques... 

204.  Corollaire.  Le  rupjiort  d'une  circonférence  à  son  diamètre  est 

.  G       '^7'  G       G' 

un  nombre  constant.  Car  \  tiixaWle  ^4,  —  ^,   donne  ~=^.. 

G       )ir  2r      2»- 

Ce  rapport  constant  est 

3,141  .^)92  6u3  «89  793  238  462  643. . . 
On  le  représente  ordinairement  par  la  lettre  grecque  7t  {pi). 

205.  Scolie.  be  l'égalité   -^-^  =  i:,   on  tire   circ.  =  2it)'.    Ainsi   lu 

longueur  de  la  circonférence  est  exprimée  par  27t/'. 
Le  diamètre  é'gale  la  circonférence  divisée  i)ar  7t,  ou  multipliée  par 

son  inverse    ^,    ou  0,  318  309  886  183  790  071  iJ37  708... 


Diamètre    dr=:"'il- 

71 


:circ, 


1 


Proposition  XVII.  —  Théorème  des  droites  concourantes. 

206.  «Si  un  faisceau  de  dmiles  issues  d'un  même  point  est  Iraeersc 
.y  wp.     .,  par  deii.c  parallèles ,  ces  der- 

nières liiines  sont  coupées  en 
parties  prajiortioiinelles. 

Soient  AD  et  A'D'  deux  pa- 
rallèles coupées  par  un  fais- 
ceau lie  droites  issues  du 
point  0. 

[.es  triangles  OAB,  OHG, 
OG.n.  sont  respectivement  sem- 
iibibles  aux  Iri^'imles  OAB', 
>^'    \D     OB'G',  OGD',  cl  l'on  a  : 

i!( :  _  OG        oG^  _  { :\)  _  ( tli 
JVG'~oG,''       <JG' '"  CTJ' ~  UD' 


'.s  comme  leurs 

circonférences 
sont  les  limiles 
ienl  les  péri- 
!  r('i:uliersseni- 
t  inscrire  dans 
re,  lorsque  le 
tirmenle  iiidéli- 
ilerences  elli'S- 

dc  deux  poly- 
onc,  en  appli- 

ir" 

i  diamètre  est 
—  2r'- 


n  {pi). 

2u7'.    Ainsi   la 

multipliée  par 
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courantes. 

int  csl  traeerse 
Hèles,  tes  der- 
inl  coupées  en 
iininelles. 

A'U'  deux  pa- 
s  par  un  i'ais- 
es    issues    du 

i  OAB,  OHC, 
clivenientseni- 
i'Migles  OAir, 
l  l'on  a  : 


un 


1111  ra|.por't  entnm 


B( 

'ivù 


VA  77 

lin,  (dus  les 
«'J  r|u'il  fallait  dé- 


Ces  proportions  ayant  deux  à  deux 

rapportssontégaux.etl'ona   -^ 

A' 
•  montrer. 

Donc  si  un  faisceau  de  droites... 

une  ..c.r;e;;'e' ;„s;„^;;;',::::::;;,r'  T' -  """-=' 

Soient  les  parallèles  AD  pt  A-n-  „ 
ar  DD',  de  Telle  sorte  que  l'on  ait  ."""'  '''  '^'"  ^•'"""l-  ^A',  BIV, 

AB       BC       f;n 
A'B-ÏÏTr  =  CB^' 
So^irn  l'      '  r.'''""  ^°"'"^""«  de  ces  rapports 

OB_AB       , 
UB — Ay'="'^> 


Ainsi  oi?.=o:a_/. 

OB'      O'B'-'^- 


9:3  _  BC       , 


Or  sur  la  direction  Bir,  i|  ,,'y  ,,  q„e  deux 
positions  du  point  0  pour  lesquelles  le  rapport   HU    „,„    .     , 
nombre  /.•  (n»  lyn    30)     ,,,.^-  ^^        ^H'  '""'  '■^«'  «" 

f  "  «gure)!  et  'Ù.  LL  '^Z^  î^^lr^^^  ''-  ParalLles 

deux  points  0  et  0'  se  conibnd  ^r  l^t   1       '  -/"  "^""'"^'  ""'"^  '<=« 
dans  la  seconde.  '  ''"'^  ''»  l"'''"".  re  (j^,,,.,.  f,i,o 

-t  d::ïp:;^,::7^«;r!:!;Srr''''"'' -^ 

se  trouve  entre  les  deux  parallèles         '  '''""=«•"•«  <!,,«  ,,!cantes 

panlSlesll'IS:^  rp:^!";^  '^  "  ""'"'^  ""•"'^••"  -"•  '-deux 
l-allèles;  et  si'  ron';.!;,^  Tr^Z:^)'':  '''i"""  ""  ^^  ^oux 
l'Oint  de  concours  sTloi'^ne  in  En  m  '  ,/  '"'"'  "-''"  ''""i'-i,  le 
drilalères  AIV,  BC,  (:i);^r  Ue  n  |  ï  "  '  ""  '''  ''  '  -  '"^  l""- 
rencontre  entre  les  sécantes  nu  hi  :  r  n'""'"""'  "  "'^  "  l''»s  de 
aune  dislance  inHiiie.  '  "  ' '"'  ''"  '1"'^  I"  renconln'  a  lieu 


■  -Si/  ^./^w  I 


;,;«:- 


1  »;i..>l;'fU'*,  fil 


EifT 

mi  ■ 


■M 


ri 


il 


il 


I  <•■■  i 


■f:i| 


!â 


'■i 


i 


V 


!i 


*> 
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§  ni.  ~  RELATIONS  NUMÉRIQUES  DES  LIGNES 

DANS    LES    TRIANGLES 

Définitions. 

m.  On  nj,prllc  carré  d'une  ligne  le  carré  du  nombre  qui  exprime 
la  lon^'iicur  do  cuUe  litrne.  ^         ' 

Oi^  •mH'Wammmr,^ différence,  produit,  quotient  ou  rapport  de 
deux  liKnoB,  In  somme,  la  différence,  le  produit,  le  quotient  ou  rap- 
liorl ,  (les  nombres  qui  expriment  les  longueurs  de  ces  lignes. 

210,  On  appelle  projection  d'une  droite  AB  sur  une  autre  CD,  la 


B'  D 


partie  A  II  do  cette  dernière  comprise  entre  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  deux  extrémités  de  la  première  droite 
^    sur  Ja  seconde. 

La  projection  A'B'  est  d'autant  moindre  par 
rapport  à  la  droite  AB,  que  l'anirle  de  cette 
droite  avec  sa  projection  est  plus  grand. 

Hi  une  droite  AB  ou  ?»  'et  sa  projection  AC 
ou  m'  sont  réunies  dans  un  triangle  rectan- 
gle ABC , 
m 


^c  rapport  ^^^  est  appelé  cosinus  de  l'angle  A, 
Le  rapport  ^- 


Le  rapriort  -V-; 


sinus  de  l'angle  A, 
tangente  de  l'angle  A. 


NoiiM  donnons  à  la  fin  du  présent  volume  une  table  de  ces  rapports 
pour  loH  diverse.-*  valeurs  que  peut  avoir  l'angle  A. 

211.  jiatiH  Cétiide  des  relations  numériques,  on  fait  souvent  usage 
des  for.niiIcH  (ilg.îbriques  suivantes  : 

{n  —  b]'  =  a'-{-h'~2ab 
{(i-i-b)  {a—b)  =  a"-  —  b' 

LoH  KvmboloH  a  et  b  pouvant  représenter  des  lignes,  les  formules 
ci-dfiRHii;4  piMJvent  être  ('noncf'eg  rrimmc  ii  sui!  : 

1»  l.c  carré  de  la  somme  de  deux  lignes  égale  le  carré  de  la  pre- 


IGNES 


3  qui  exprime 

1  rapport  de 
)tient  ou  rap- 
ignes. 

autre  CD,  la 

r^ 

1.. 
B'  D 


ulaires  abais- 
emière  droite 

moindre  par 
nple  de  cette 

grand. 

irnjeclion  AG 
angle  rectan- 


ces  rapports 
)uvent  usage 

les  formules 
'é  do  la  pre- 
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d"eu.riigt:;''  '""'  ''  ''  "^°"'^°'  P>-  deux  fois  le  produit  de  ces 

niS;e^';Stt.Î^'Sr:r;^f  "'^  ^^'^r  ^^^^  •«  cam;  de  la  pre- 
deux  lignes  •  ''°"'''  '  '""'"^  ^^"^"-^  ^ois  le  produit  de  ces 

Proposition  XVIII.  _  Théorème. 

2'12.  Dans  <ok<  triangle  rectangle  • 

Je^ermine  s«r  l'hypotémle  ''  "^'"^  segrmen^s  ^u'e^e 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle,  et  soit 
AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met de  1  angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

1"  Les  deux  triangles  rectangles  ACD 
et  ABC  sont  semblables  comme  avant  un 
angle  aigu  commun;  donc  les  côtés  m 
et  b  du  premier  sont  entre  eux  comme 
les  côtés  homologues  b  et  a  du  second,  et  l'on  a    '^^=â 

Pour  la  même  raison,  le  triangle  partiel  ADB  et  l  triangle  total 
ABC  sont  semblables,  et  l'on  a     -  =  2 

2.  Les  triangle,  ADC  a.  ADB ,  sLbl^Mes  chacun  à  ADC ,  son.  .e.- 
blables  entre  eux,  et  donnent      t»:=c« 

d      n' 


.;r/Vi-ï 


Donc  dans  tout  triangle  rectangle.. 


2o...  d':^mn 


213.  Scoliei,  De  ces  proportions,  on  déduit 
la  \   'J'^ani 
j   c'  =  an 
Donc,  f/an.5  (oui  triangle  rectanr,le  ■ 

droit  iu^T;;;;t/c!;Lrsï';"'"":y"^r"  '"  ^«""^'^^  ^^  '-'--me 

P^nd.ulairef;^:;2e'^:!].l;^^^^^^  7-  cette  pL 

lités.'-  "=°"*'  "•  ^''  ';r-tf' °""^  --^'^«-^  à  membre  les  deux  éga- 
^-.  c^^an  %\ 

.1  vient.  b^  +  c'=.a{m.  +  n]  =  aa=-.,r.  ^^ 


w  ■irai'  K''^i:-  iH 

'■  ■p'^^ji  ■'I 


'■1-  .  ' 


;1 


wi 


•:-ï 
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213.  Scolieiii,  En  divisant  membre  à  membre  les  relations  (IJ  et  {2), 

on  a  t.~'UI]:^U} 

c       (()!■       n' 

Donc  les  carrés  des  râles  de  l'angle  droil  sont  entre  eux  comme  1rs 
projections  de  ers  mêmes  entés  sur  l'hypoténuse. 

En  divisant  les  deux  membres  des  égnlilés  fi)  et  (2)  par  a\  on  ob- 
tient... 

h_cim_m  '^'  =  'îlL  —  V: 

«"        '"»       'i  II'       (ta       a 

Donc  le  carré  d'un  enté  de  l'angle  droit  est  au  carré  de  l'hypoténuse, 
comme  la  projection  de  ce  côté  sur  l'hypoténuse  est  à  l'hypoténuse 
entière. 

Proposition  XIX.  —  Théorème. 

216.  Dans  un  triangle  qxirlconquc,  le  carré  d'un  cûl.r  opposé  à  un 
,B  inigle  obtus  ou  aigu  égale  'a  somme 
des  carrés  drs  deux  autres  riités,  plus 
ou  moins  drux  fois  le  produit  du  second 
côte  par  la  projection  du  troisième  sur 
le  second. 

^■-  cas,  l'angle  considéré  A  étant  ob- 
tus, on  a  :  m=ili-{-  n 
"*  d"où  m'  =  lp-{-)i^-h2lin 

Ajoutons  /(=  aux  deux  membres...    /(=-+-  ;n- = /i^ -f- //=-(-?) a ^_ 2 /,ri 
ou  bien    (n»21'.)...  a'  =  lj--hc--h2lni 


■&■— 


< rt 


,A  ^ 


2«  cas ,  l'angle  considéré  A  étant  aigu,  on  a    m  —  b  —  n ,  ou  «  —  h 
selon  la  figure;  d'où...  7»^  =  ^"-+-  Ha_2/))î, 

Ajoutons  h'  aux  deux  membres...    h' -h  m"  =  h'' -i- h^ -i- n' 2bn 

ou  bien    (n"2l-'i)...  a- := /;= -h  c  —  2  6/î, 

Donc  le  carré  d'un  côte  opposé... 

217.  Scolio.  Uti  triangle  rsl  rrrtangle,  obtusangle  ou  arutangle,  se- 
lon que  le  carré  du  plus  grand  côté  est  égal,  supérieur  ou  inférieur  à 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés. 

Proposition  XX.  —  Théorème. 

218.  La  somme  drs  carrés  de  drux  côtés  qurlmnrpir^  d.'un  tnangle 


égale  deux  fois  Ir  carré  de  la  médiane  du  tro 
fois  le  carré  de  la  moitié  de  ce  même  côte 


isicme  côté,  plus  deux 


'">1a 
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^  Soit  ABC  un  (nangle  quelconque,  et  CD  ou  d  la  n^édiane  du  côté 


B„£:^ 


^ 

— tV 

n/ 

\h. 

_j^^^lr^- — 

5^ 

jïï  _ 

r>\^__ 

X- 

/?!' 

> 

■> 


Menons  la  hauteur  CI[.  Los  nncles  en  n  cnnt  m 
obtus;  on  a  donc    (n-  2I(;)  :  ^  °"'  '  ""  "'S"  '^^^  l'autre 

Dans  le  triangle  CDH...    „.  =  ,/.  + „,.^o  ,„,,  ,,, 

Dans  le  tr.anglo  CDA...    /.  =  ./.^  ,..:!: 2 
Don,  en  additionnant...         «^  + /,- =  o  (/=  +  2 /u= 
Donc  /a  sommo  (/es  carris... 

Runumnie.  Si  l'on  avait  TA rn    1  1  ^ 

et  ia  p..Ltion  .  ^er^/îl^^l^^il^^î^^^îl- -,^ -^t  '^^^^ 

deux  côtés  ,uolconr,aes  d'un  /.<\m/  L     ï?r ''f  "'^ 
comprise  rnulU.llée  P'^>- ^a  .rojjâ'sât:^^!:':^,!;!  ""'"'" 

§  IV.  -  RELATIONS  NUMÉRIQUES  DES  LIGNES 

DANS  LE  CERCLE 
Proposition  XXI.  —  Théorème. 

Soit  Ap  une  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  de  la  circonférence  sur  le  diamètre  DC 

Si  Ion  mené  les  droites  AB  et  AC,  l'an^^le 
BAC  sera  droit  (n»  138,  2")  •  le  triangle   "bc 

abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hy- 

poténuse.  On  aura  donc' n"'>10  9oi.  in\__d 

>      -1-,  ^  ].  -. —  ~    ce 

qu'il  fallait  démontrer. 


Donc 
220. 


'■pcndkuhiire  abaissée 


'h  la 


Corollaire   De  cette  proportion , 


perpendiculaire  al. 


'laissée  d 


un 


on  lire  d'  =  mn;  donc  Icca..^ 
tMuit  de  la  circonférence  sur  un 


rrc 


■  ■^i'..;  *■■■■■ 
'    ''*•'■■■'/': 

I  :  f .  -.   k  .  1 

ii  «';■■,,",  t-  '■'-*'■■■'"  ' 

.'  .'  •.■•■;*;; 

'fe^/>i 


is^vJK'î-V  .'•I 


■%  M 
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diamètre' égale  le  produit  des  deux  segments  qu'elle  détermine  sur  ce 
diamètre. 

221.  Scolie.  Soit  /)  une  corde  quelconque  menée  par  une  extrémité 
d'un  diamètre,  et  soit  /-'  la  projection  de  cette  corde  sur  le  dia- 
mètre 2r.  Le  triangle  rectangle  ABC  donne  j  =  cy-  (n°  212,  1"); 
d'où  h' =  2  rh'. 

])onc  :  1°  le  carré  d'une  corde  menée  par  une  extrémité  d'un  dia- 
milrr  égale  sa  projection  sur  ce  diamètre  multipliée  par  le  diamètre 
entier; 


:■>«■; 


K^'iif'itS^iSf 


2»  Les  carres  des  cordes  menées  par  une  extrémité  d'vn  diamètre 
sont  entre  eux  comme  les  projections  de  ces  mêmes  cordes  sur  le  dia- 
mètre. Car  si  l'on  appelle  a',  1/,  c\  d",  les  projections  des  cordes  <t,  b. 
c,  d,  sur  le  diamètre  2r,  les  carrés  a\  h',  c\  d-,  sont  entre  eux  comme 
Ira',  2rh',  2rc,  2rd',  ou  simplement  comme  a',  b',  c',  d'. 

3°  Le  carré  d'une  corde  menée  par  l'cvtrémité  d'un  diamètre  est  an 
carré  du  diamètre,  comme  la  projection  de  cette  corde  sur  le  diamètre 

est  au  diamètre  entier.  Car  on  a  -tt?^  =  ^   '^-  =£l 

(2j>)"        2*'.2r       2r' 

Proposition  XXII.  —  Théorème. 

222.  Lorsque  deux  cordes  se  coupent,  le  produit  des  deux  segments 
de  l'une  égale  le  produit  des  deux  segments  de  l'autre. 

Soient  AB  et  CD  deux  cordes  qui  se  coupent 
en  0.  Menons  les  droites  AC  et  BD. 

Les  triangles  AOC  et  BOD  ont  les  angles 
A  et  D  égaux,  comme  ayant  même  mesure, 
I/o  I^^M  B  =  C  pour  la  même  raison;  donc  ces 
triangles  sont  semblables,  et  donnent  la  propor- 

d'où 


tion:    "^1  =  ^ 
r       n 


mn  =  rs. 


Donc  lorsque  deux  cordes  se  coupent... 
Proposition  XXIII.  —  Théorème. 

223.  Si  deux  sécantes  partent  d'un  même  point  hors  d'un  cercle,  le 
produit  de  la  première  séccinte  par  sa  partie  extérieure ,  égale  le 
produit  de  la  seconde  par  sa  partie  extérieure. 


détermine  sur  ce 


\v  une  extrémilt! 
rde  sur   le  dia- 

-    (no  212,   1"); 


•cm?7fl  d'un  dia- 
par  le  diamètre 


;  d'un  diamètre 
rdes  sur  le  dia- 
des  cordes  a,  b, 
ntre  eux  comme 
d'. 

diamètre  est  an 
'  sur  le  diamètre 


I  deux  segments 

qui  se  coupent 
D. 

ont  les  angles 
même  mesure, 
lison  ;  donc  ces 
nent  la  propor- 


mpent... 


!  d'ii.r>.  cercle    le 
ieure ,  égale  le 
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Soient  les  deux  sécantes  '•  >  of  nn   nr 

Les  triangles  AOtret  BOiV  ontlïnj  fT'  '''  '''''''  ^^'  ''  ^'^• 
commun    et  les  angles  A  et  D  .'.gaux  coLe 
ayant  même  mesure,  ij,  BC;  donc  cîsT  "an 
Ries  sont  semblables  et  clonne'nt  la  pro^orS" 

^A_on    „ 

OC~(JH'    """    OAxOB  =  OCxOD. 

Donc  si  deux  sécantes  parient... 

22/,.  Scoiie,  lo  La  proportion  ci -dessus 
aonne  gj^  -  jjfj  donc  les  sécantes  sont  entre 
elles  inversement  comme  leicrs  parties  extérieures. 

enZ  duis:  Ts'  ;o^^d'•^r^'"^'"  ^r'  ^  -  ^'^■•"-^-  '^  p'- 

finissent  par  se  con  onre  nar/ieT  r'°"  ^'  '\  !>.- rapprocbent,  et 
came  entière,  qui  cTalôrs  un^Mnl  ,'.>"''" '^^^''"'  '^f^^'^  ^  '^  ^'^- 
-^"ante  parte'nl  ^'  n t'L  «o^ri^f-J^"'^  siunctanyente  et  une 
moyenne  proportionnelle  e  Je    il  l-      1  "''  '"''''"'  '^  '^"i'^""'  '■•^' 

^/ô.  p'ar  sa  parri^tt!;?''"''^  "^"''^  ''^  ^^'■''^"''  ^'^  '«  ^^=''«-"-'  -- 

éno^iff ^ï;.^^f:^i;^^P^;:f 7'^  fî*^"?"^  ''^^  ---nis  en  un  seul 

fixe  aux  deux  p^^s^a^^^Z^/J:  P'^^'''^  «'^^  distances  du  point 
direction  de  la  sécante.         ^''^''''  ''^  '°^^'«"^'  '?«'^«^-  7"«  .^"'-^  la 

Proposition  XXIV.  _  Théorème. 

-,7«.e«..  ,ue  ceU:Z^,lS^t:riri'f'^^'^.  Pr^'^^L^es  deux 


^^Ornents,ue  cette  Ms:;t-ZZ^lû, 
Soit  ABC  un  triangle  quelconque,  et  CD 
la  bissectrice  de  l'angle  G.  Il  s'agit  de 
prouver  que  a6  =  rf.  +  ^„.  CirconscHvons 
un  cercle  au  triangle;  prolongeons  la  hh- 
sectnce  CD  jusqu'en  e!  et  mêlions  AE 

a_d-\-e 
_     d~     b 

cause 


le  troisième  coté. 


d'où    ab=d'--hde. 


duit  de  peut  être  remplacé  par 


rdes  AB  et 


son  c, 


ab=:d"-  + 


mn 


aura 


Donc  /e  pn)duit  des  deux  côtés  quelmnq 


ues. 


V/ri'l 


i-  .V 
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22(>.  Scolie.  On  peut  considérer  la  bissectrice  cxlorieure  CD    Par 
une  construction  analogue  à  la  pr.'rédcnte,  on  obtient  deux  triangles 


'i  i 


\  'ri 


■s    f, 


Im 

J 

m 

•■i  •!" 

^Sf 

:.'•■•    ;» 

semblables  CDD  et  GAE,  qui  .lonnont:  ,7  =  ^,  d'où  ah=rlc-(h. 
Puis,  à  cause  dos  sécantes  DB  et  DE,  le  prodiiit  de  peut  être  rem- 
placé par  son  égal  mn  (n"  iiSj,  et  l'on  a  ab  =  mn~.d\ 

Proposition  XXV.  —  Théorème. 

227.  U  produit  de  deux  rôles  qucleonques  d'un  Inanqh  égale  la 
hauteur  relative  au  tromrme  côté,  mulliplice  par  le  diamètre  du 

cerfli'  rirconscrit. 

Soit  le  triangle  ABC,  CD  ou  h  l'ui,,!  des 
hauteurs,  et  AE  ou  2r  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit.  Il  l'aut  prouver  que  ab  =  2rli. 

Menons  CE.  Les  deux  triangles  CDU  et 
ACE  sont  semblables,  car  l'un  est  rectangle 
en  p,  et  l'autre  en  C  (n"  138,  2"),  et  les 
angles  B  et  E  ont  même  mesure,  1/.,  AC 
On  a  donc  : 


a      2/-        ,,   , 


ab  =  2rh. 


Donc  le  produit  de  deux  côtés  quelconques... 
Proposition  XXVI.  —  Problè 


me. 


228.  Diviser  une  droite  donnée  en  moyenne  et  extrême  raison  f  c'esl- 
a-dire  en  deux  parties  telles  que  la  plus  grande  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  ligne  entière  et  la  petite  partie). 

Soit  AB  la  droite  donnée;  on  construit  le  triangle  rectangle  ABC 
en  prenant  BC  égal  à  la  moitié  de  AB;  du  point  c'  on  décrit  l'arc  BG' 
et  du  point  A  l'arc  GD.  Le  point  D  divisera  la  droite  AB  en  moyenne 

AB      AD 


et  extrême  raison  ;  et  on  aura 


En  effet,  prolongeons  la  droile  AC  et  l'arc  GB 


AL»    'AB" 


jusqu'à  leur  rcn- 


M.*;-':;. 


m 


■.>_,f,^. 


ricuro  CD.  Par 
t  deux  triangles 


)cut  être  reni- 


'inglc.  égale  la 
',  diamètre  du 

ou  II  l'ui.o  des 
nuire  du  cercle 
m  ab  =:  2r/t. 
ingies  CDH  et 
1  est  rectangle 
18,  2"),  et  les 
isuro,  1/2  AC. 


raison  (  c'est- 
enne  propor- 
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contre  en  E.  La  tangente  AB  et  la  sécante  AE  donnent  f n^  224   o„,  . 


Or 


par  construction,  ABr^GE- 


t!l  AB— A(i  égaie  DB.  Et  I 


■"■"■'*«  AE~Al!rgaI,.  AG 


on  a 


229.  scolie.  Dosignons  AB  parrt,AG 
siruclion,  GG  =  BG  =  ^. 

Le  triangle  rectangle  ABC  d 


AD      DB 
AB-^AD 


l'Oll 


AB_An 
AI)~Î)H' 


ou  AD 


ou  AD  par  x;  d'après  I 


a  con- 


sonne AC 


ou 


>•  *-/  il 


^abvbg^ 


D 


oua^H---  =  ±|^-Tj-     ^j   ,^^,_«^a 


a    i-ô- 


En  elTecI liant  les  cal{ 


\/i 


a 


ôf-1±^-^) 


l'is,  on  trouve 
a  (0, 018. 


pour  X  les  deux  vale 


iirs 


Ainsi  AD  égale 


«(— i,r.i8...) 


nviron  les  0,(;i8  do 


'autre  valeur  a  (_  1,01 8...) 'ou  _i 

autre  point  satisfaisant  à  la  conditi 
doit  être  prise  en  sens 


a. 


018  a,  indique  qu'il  existe 


,      on ,  et  dont  la  dist 
averse  de  AD,  c'est- à-d 


point  A;  celte  distance  est  représentée 


un 

iince  au  point  A 
lire  sur  la  gauche  du 


SI 


on  la  porte  en  AD'  on  aura     AB      AD 

AD'  —  rPîï 

En  effet,  la  figure  donne    A^=AG_AB-+-AG 


par  la  sécante  entière  AE-  et 


OrAB-hAGégalcAEouAD 


AE      AB~-AE-f-AB 


et  AE-hABégalc  D'B; 


AB      AD' 
AD'-U'B 


on  a  donc 
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§  V.  —  RELATIONS  NUMÉRIQUES  DES  LIGNES 

DANS  LES  POLYGONES  RÉGULIERS 

Proposition    XXVII.  —   Problème. 

230.  Inscrire  un  carré  danc  nn  cercle 
donné. 

On  trace  deux  diamètres  AC  et  BD  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre;  les  quatre  an- 
gles au  contre  ainsi  form('s  étant  droits,  la 
circonférence  se  trouve  divisée  en  quatre 
parties  égales  (  n"  103  )  ,  el  le  polygone 
A'^('.Dest  un  quadrilatère  régulier,  c'est-à- 
dire  un  carré,  inscrit  dans  le  cercle  donné 
(n<'147). 

2ni.  Scolie.  1°  Appelons  r  le  rayon  du  cercle,  et  c  le  côté  du  carré 
inscrit;    le  triangle  rectangle   AOB   donne    e'^=r"--hr'  =  2r';  d'où 

c:^rv/T^»'(1,'ll'.21...);  ' 
2"  On  peut  subdiviser  les  arcs  AR,  BC...  en  2,  ^,  8,  1G...  parties 
égales,  ce  qui  permet  d'inscrire  les  polygones  ré- 
guliers de  8,  10,  32,  ou  2%  2',  2  ,  et  en  général  -2" 
côtés,  c'est-à-dire  tout  polygone  régulier  ayant 
un  nombre  de  côtés  indiqué  par  une  puissance 
de  2. 

3"  On  peut  égali^ment  circonscrire  le  carré,  el 
tout  polygone  régulier  ayant  un  nombre  de  cèli's 
exprimé  par  2"  (n"  148). 

4°  Le  triangle  rectangle  ABC  donne 
t/=z=a"-Ha==::2a"-;  d'où  d  =  av/2~=rt  (1,41421...) 

Proposition  XXVIII.  —  Théorème. 

232.  Le  côté  de  l'hexagoac  régulier  inscrit  est  éçfal  au  rayon  du 

cercle  circonscrit. 

Soit  ABCDEF  un  hexagone  régulier 
inscrit;  menons  les  rayons  OA  et  03.  11 
faut  prouver  que  le  triangle  AOB  estéqui- 
latéral. 

L'angle  AOB  égale  le  l/g  de  4  droils, 
ou  '-2/3  d'angle  droit;  donc  les  deux  auln's 
angles  égalent  ensemble '«/a  d'angle  drnil, 
et  comme  ils  sont  égaux  entre  eux ,  chacun 
d'eux  égale  2/3  d'angle  droit;  donc  le  tri- 
angle AOB  est  équilaléral. 

233.  Corollaire.  1°  Pour  inscrire  dans  un  cercle  donné  un  hexagone    | 


1 


SS  LIGNES 


me. 

ré  dam    un  cercle 

très  AC  et  BD  per- 
utre;  les  quatre  an- 
•mi'S  étant  droits,  la 
î  divisée  en  quatre 
) ,  et  le  polygone 
■re  régulier,  c'cst-à- 
ians  le  cercle  donné 

et  c  le  côte  du  carré 
=  r=  4- r=  =  27'=  ;   d'en 

>,  ^,  8,  10...  parties 
rc  les  polygones  ré- 
,  2  ,  et  en  général  2" 
gone  r('gulier  ayant 
i  par  une  puissance 

onscrire  le  carré ,  et 
un  nombre  de  cèl's 

lBG  donne 

v/2~=rtfl,/d421...) 

ème. 

t  égal  au  rayon  du 

:  hexagone  régulier 
rayons  OA  et  08.  11 
'iangle  AOBestéqiii- 

e  le  1/g  de  4  droits, 
donc  les  deux  autres 
lilci/s  d'angle  droit, 
ux  entre  eux,  chacun 
le  droit;  donc  le  Iri- 
a  lé  rai. 
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•'"  En  subdivisant  les  arcs  AB    BP    rn  7. 

^,  «n  peu.  e„„.™,>o  ^J'A^';,::,^^:,:'^-^^:!^ 

234.  scolie.  i"  Le  triancle  ABE    rectanHo 
en_A(ivM38,2oJ,donr.e^   (fi,g.  eV-desS 

dou  AE  =  ,V3=r  (1,732  0:i.  ) 
2"  Le  triangle  rectangle  ADC  donne 

4  ~  4 
d'où  /i  =  |s/ir...  =  a(0,866  02) 

Proposition  XXIX.  -  Théorème. 

boif  AB  lo  côté  du  décagone 
régulier  inscrit.  Menons  les 
rayons  OA  et  OB;  puis  BM  bis- 
sectrice de  l'angle  ABO. 

Dans  le  triangle  isocèle  AOB, 


l"angle  0  égale  ^^^^  ou  % 


TÙ 
d'angle    droit;   donc    les   deux 
autres  angles  A  et  B  égalent 
chacun   4/g   d'angle    droit;   et 

chaque  moitié  de  l'angle  Bégaie 
75  d'angle  droit. 

L'angle  AMB,  extérieur  au 

InangleOMB,  égale  4/,  d'angle 
droit;  ainsi  le  triangle  ABM  est 

'Si"  ï,a%î:  A?™  t  £r  *  ™!S," '•»"  -  An  =  BM  =  OM. 

in'  '^,^'ssectrice  BM  donne  (n»  184)  • 
U^  =  MO.      -„       OA      OM  ' 

p  .         RA      ma      ^"      ÛM^MÂ 


230.  scolie.  loEn  joi 
■  penfagunc  régulier 


gnant 
nscrit, 


-1  :"  !"''''.'^'''"^  '*^«  ^''<=s  AB,  BC,  CD 


les  sommets  de  deux  en  deux,  on  obti 


cnt 


3RV 


1^ 


i" 


i 


■|^ 


H' 

?é9 


:>!/« 


.  donné  un  kcagnr.  |      égales,  on  obtient  les  polygones 'réguliers  de  20? 'o^'s'a.'.  cô'tés^'Dt: 


88 


^L^MENTS  DE   GIÎOMÉTRIE 


cette  série  de  polygones,  le  nombre  des  côtés  a  pour  expression  géné- 
rale Sx  2". 

3°  Le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  a  pour  expression 
|(— 1  +  v'T;')  ou  r-(0,618  03...)(voir  n"  229). 

Proposition  XXX.  —  Problème. 

"iiS?.  Inscrire  dans  tm  cercle  donné  un  pcntédécagonc  régulier,  ou 

polygone  régulier  de  15  côtés. 

Soit  OF  le  rayon  du  cercle 
donne.  Divisi  i  sce  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison,  et  soit  G  le  point 
de  division.  Du  point  F  comme 
centre,  avec  des  rayons  égaux  à 
FO  et  à  FG,  décrivons  les  arcs  015 
et  GA. 

L'arc  FB  est  le  Vo  de  la  circon- 
férence (n»  232),  et  l'arc  FA  en  est 
le  Vio-  Ainsi  l'arc  AB  égale  Va— Vio 
ou  i/i5  de  la  circonlérence.  La 
corde  AB  est  donc  le  côté  du  pen- 
tédécagone  régulier  inscrit. 

238.  Scolie.  En  subdivisant  les  arcs  AB,  BC,  etc.,  en  2,  4,  8...  par- 
ties égales,  on  obtient  les  polygones  réguliers  de  30,  60, 120..,  côlés. 
Ces  nombres  ont  pour  expression  générale  5x3x2". 

Remarque,  Le  géomètre  Gauss  a  démontré  que  l'on  peut  construire 
géométriquement  tout  polygoniî  régulier  ayant  un  nombre  de  côtés 
repré?3nté  par  (2»-i-l)2n,  si  2n-4-l  est  un  nombre  p^-'mier;  ainsi, 
indépendamment  des  quatre  séries  de  polygones  doi,  été  question 

ci -dessus,  on  peut  encore  inscrire  les  polygones  a.  Jtés,  de  257 

côtés,  etc.,  avec  ceux  qui  en  dérivent;  mais  les  constructions  sont 
trop  laborieuses  pour  trouver  place  dans  un  cours  élémentaire. 

Proposition  XXXI.  —  Problème. 

239.  Connaissant  le  calé  d'un  po- 
lygone régulier  inscrit,  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit ,  calculer  le  cùlé 
du  polygone  régulier  inscrit  d'un 
nombre  double  de  cotés. 

Soit  AB  ou  a  le  côté  donné,  et  r 
le  rayon  du  cercle.  Si  l'on  mène  le 
diamètre  CG  perpendiculaire  à  la 
corde  AB ,  AG  ou  a  sera  le  côté  de- 
mandé. 11  s'agit  d'exprimer  a'  en 
l'onction  de  a  et  de  r. 

Le  cai  'é  do  la  corde  AG  égaie  sa 
projection  CD  sur  le  diamètre,  mul- 
tipliée par  le  diamètre  CG  (n°  221)  : 


''■1 


)ur  expression  géné- 
îxpression 


Mgone  régulier,  ou 
•er  de  15  côtés. 

rayon  du  cercle 
ce  rayon  en  moyenne 
n,  et  soit  G  le  point 
u  point  F  comme 
3S  rayons  égaux  à 
crivons  les  arcs  OH 

le  Vfi  de  la  circon- 
,  et  l'arc  FA  en  est 

cABégalcVo-Vio 
circonlcrence.    La 
)nc  le  côté  du  pen- 
ilier  inscrit. 

.,  en  2,  4,  8...  par- 
50,  GO,  120...  côtés. 
:2n. 

'on  peut  construire 
n  nombre  de  côtés 
re  r""'>mier;  ainsi, 
11-  été  question 

iv  Jtés ,  de  237 
constructions  sont 
ilémentaire. 

Kl.  —  Problème. 

Il  le  côté  d'un  po- 
'iscrit,  et  le  rayon 
•it,  calculer  le  côté 
iilicr  inscrit  d'un 
côtés. 

e  côté  donné,  et  r 
G.  Si  l'on  mène  le 
pendiculaire  à  la 
a  sera  le  côté  de- 
d'exprimer  a'  en 
î  r. 

corde  AC  égale  sa 
le  diamètre,  mul- 
lètre  CG  (  n»  221  )  : 
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a''  =  2rt  =  2>'{r-.s)=2r^~2rs 
d'où      ■       " 
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Le  triangle  rectangle  ADO  donne  s^  =  ,■>_£'  =  ! 

4 

d'où  s  =  l^/ir'::::^r 

En  mettant  cette  valeur  de  «  da^^l'expression  de  a',  on  obtient: 

a  =V'2r^  —  r\fkr^^^^r;jjr 

corde  ,?e£u;;!'^"^  '''^''^^  '''  --e,  même  lorsque  AB  est  une 
2"  Si  on  suppose  le  rayon  .^ég^aUTu^  formule  ci-dessus  devient 

calciaer  le  périmé! e  Ta  71,nrZ       ''r'  ^^.'"^'"^»'«  ^'^^^  ''''tés,  on  peut 
de  cotés.     ^  polygone  régulier  inscrit  d'un  nombre  double 

laquelle  tendentleîpér  mè  r;s  de.  It'^'^^»'^''^"^';- '''  ^'  '''""«  '^'^ 
que  le  nombre  des  cô  éTcroTttVn^^°''f  T^"''""'  '"^^"^s,  lors- 
rayon  é^al  à  l'unité,  c  eu  ereSlTrl  °"  P-'"'  ^°°'='  P^"*"  "" 
de  l'octogone  régulier  >nsc  U  nufs  Zv  H  "  f""'"  '"'"''^'  P"'«  ««'"i 
32,  6i..  côtés,  jusqu'à  ce  q^e  lé  IZ  T  P°'J?°"^^  '^S^^^^^rs  de  16, 
circonférence.        '''"  ^  ^«  ^»«  ^«  peri-aetre  puisse  être  pris  pour  la 

Si  le  rayon  est  1 ,  la  circonférence  éeale  o„    ^  u  ^      ■     ■ 
rence  égale  tt:  c'est  noiirnnni  r^r,  ?  '  ^^  '^  demi-circonfé- 

rimètres  des  polygones     ^  ''  '""''"''  *^^  ''^'^^'^  'es  demi-pé- 

C«^cî«;  du  nombre  n 
par  la  méthode  des  périmètres.  (Méthode  d'Archimède.) 
(Rayon  r=i;  demi  -  circonférence  7:»-  =  ,^.) 
Nombre  des  cfltés. 

4 

8 
16 
32 


64 
128 
2S6 
512 
1024 
2  048 
4  096 
81"J2 
16  384 
32  768 


r>em!- périmètres. 

2,  828  427 1 

3,  061  467  4 
3, 121  445  1 
3,  136 .548  5 

3. 140  331  1 
3,  141  277  2 

3. 141  513  S 
3,  141  572  9 
3,141587  7 
3,141.5914 
3,141592  3 
3,  1^11592  5 
3, 141  592  6 
3,141  592  6...  =u 


U; 


m 


r-Wë 


im 


:iim 


m. 


1:'Ji' 


Vf 

m 


^a 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 
Propoiition  XXXII.  —  Problème. 

Connaissant  le  rayon  du  cercle  et  le  coté  d'un  polyrione  rèqu- 

licr  inscrit,  calndcr  le  côté  du'pn- 
lytinne  circonscrit  semblable. 

Snil  AH  ou  a  lo  côlû  doniui,  et  >• 
le  rayon  OA  —  OH.  Par  lo  point  C, 
milieu  do  l'arc  ACB,  menons  là 
langente  EF,  limitée  par  les  pro- 
longements des  rayons  OA  et  Oli. 
Le  rayon  OG  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  EF  et  à  la  corde  Ali 
(n"»  120,  et  m,  f}");  ainsi  ces  deux 
droites  AB  et  EF  sont  parallèh\.i, 
et  la  droite  EF  ou  a'  est  le  côté  qu'il 
s'agit  de  calculer. 

Les  triangles  EFO  et  ABC  étani 
semblables,  on  a 


AB./r, 
EV.a' 


E  =  -s'   '^o" 


ar 


OTS'  =  r'-^  =  l(ir: 


■a")     d'où 


s  =  ^\/h"  —  a' 


Donc 


a'  = 


ar 


_       2ar 


1/2  sj^r'  —  a"     sJÀr'  —  a' 


242.  Scolie,  1°  Cette  relation  est  vraie,  même  lorsque  AB  est  une 
corde  quelconque. 
2°  Si  l'on  suppose  le  rayon  r  égal  à  l'unité ,  la  formule  ci  -  de^us 

devient  a'  = ^- : 

\'i  —  a» 
3°  Etant  donnés  le  rayon  d'un  cercle  et  le  périmètre  d'un  polygone 
répulier  inscrit,  ainsi  que  le  nombre  des  côtés,  on  peut  calculer  le 
périmètre  du  polygone  circonscrit  semblable. 

2'i3.  Définition.  On  appelle  figures  isopérimètres  dos  figures  dont  !c> 
contours  ont  la  même  longueur,  quelle  que  soit  d'ailleurs  leur  forme. 
Un  triangle,  un  carré,  un  cercle  peuvent  être  isopérimètres. 

Proposition  XXXIII.  —  Théorème. 

244.  Connaissant  l'apothème  cl  le  rayon  d'un  polygone  régulier 
quelconque,  on  peut  calculer  l'apothème  et  le  rayon  du  pohigone  ré- 
gulier isopérimètre  d'un  nombre  double  de  calés'. 

Soient  OH  et  OA  l'apothème  et  le  rayon  donnés.  Décrivons  avec  0\ 
la  circonférence  circonscrite  au  polygone  considéré,  dont  AB  est  lo 
coté.  AOB  est  l'angle  au  centre  de  ce  polygone. 


K«K 
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Prolongeons  l'apothème  HO  iusanVn  c 
rorpendiculairo    •  GA,   e(  enfin   DP         ^'  '"'^"°"^  <^^ 

m"çudeIacordeAG(n"Iin);aini 

f  '«"'es  ses  dimensions  mnilj.^s  ,iè 

jurs  homologues  dans  (JAIS;   donc 

'■^  =  V2AI{,  eUiF=./oGH;depIus 

ange   .nscrit    AGJ5   eVi^  m;i(ié'  de 

l'anglo    air    centre  AOH.  Ainsi  JE 

)GE  est  1  angle  au  centre  de  ce  po- 

gone;GF  ou  a'en  est  l'apothème, 
et  GD  ou  r  en  est  le  rayon. 

11  s  ag,t  d'exprimer  a' et  r' en  fonc- 
tion de  a  et  de  r. 


cl  G 


91 

n,  on 


Or   GF  =  V2GH==i,,fG04-0II) 


ou    a' =  ±2 


2 


Ainsi  /r*  nouveau  rminn  ce/  .,„„ 


Donc  con«am««;  /'apo//ièm.  .^  ?e  rayon... 


voit  sur  la  (igure.  ^  P'"'  P^'''  ^"^  'e  rayon  donné;  cela  se 

cies''pollg"oTes'';éguSs  fso'pérSrts''rar''-?°''''"^^  ''  '««  '^^^^^ 
'l'un  mètre  de  côté  ou  de  /m  tnf  cle"  cnn  n  '?  '""'''^^'''^  "»  '^^''••é 
successivement  en  polygones  rSiptir^"''-''"'  °"  '«  transforme 
?olés,  l^;polygone  tenïvë  K  c,!  ^07'""''.^^  ''  ^^'  •^2-  «••■ 
a  so  confondre;  et  si  l'on  chIcuIp  S  '  '  '™''  "'  ^^  ''«von  tendent 
^"  que  ces  lignes  diffr  reit ï  ussi  neu  iT,.  ^'^  ''  ^  '•''J«"«  i"«^l"'à 
une  approximation  correspo  dante  io^ï.v  Z""^''' °"  '''"'"■'''  «^ec 
'i  mètres.  q'onaante,  le  rayon  d  une  circonférence  de 

Alors  nn  obticnfîm  î-i  i 

le.double  du  rayon  trouva  Ta  1'"  ^'.^'««"/>  circonférence  4  par 
lui-même.         ^  '^^'  "'^  '«  demi-circonférence  2  par  ce  rayon 


"S 


i; 


a>»' 


:-^i^*^ 


>>A« 
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Voici  les  résultats  que  l'on  obtient  : 

Calcul  du  nombre  tt 
par  la  méthode  des  isopérimctres.  (Méthode  de  Schwab.) 

(Périmètre  constant  :  4"'.  Polygone  do  départ  :  lo  carré.) 


Nombre  des  cfitéa. 

4 
8 

10 

32 

64 

128 

256 

812 

1024 

2  048 

4  096 

8 11»2      ! 


71  = 


Apothèmes. 

0,  '.m  000  0 

0,  cm  5,-)3  4 
0,028  417  4 
0,  634  ri73  1 
0,  030  108  3 
0,630  4919 
0,  030  .'587  8 
0,  (;30(;M7 
0,030  017  7 
0,030  019  2 
0,636  619  b 
0,  030  019  0 
2 


Rayons, 

0,707100  8 

0, 0S3  281  r; 

0,  040  728  9 

0, 037  643  :; 

0,  036  875  4 
0,  630  683  6 
0,  636  03o  7 
0,  030  023  7 
0,  030  020  7 
0,030  619  9 
0,030  019  7 
0,030  019  0 


0,636  6195 


=  3,141392... 


§  VI.  —  CONSTRUCTIONS  GRAPHIQUES 

Problème  I. 

246.  Sur  une  droite  donnée  a',  construire  un  polygone  semhlaUe  à 
un  pohjfjone  donné  P,  la  droite  donnée  a'  dcvunl  être  Vhomoloijw 
d'une  ligne  désignée  a. 

On  décompose  on  triangles  le  polygone  donné  P.  Sur  a'  on  con- 
struit un  triangle  A'B'C  semblable  à  ABC,  en  reproduisant  en  K 


et  C  les  angles  B  et  C;  puis  sur  A'C  on  construit  un  triangle  A'(TD' 
semblable  à  ACD,  et  enfm  sur  A'D'  un  triangle  A'D'E'  semblable  à 
A.DE.  Les  deux  polygones  sont  semblables,  puisqu'ils  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à  chacun,  et  sem- 
blablement  disposés. 

Remarque.  Les  droites  a  et  a'  pourraient  être  des  diagonales,  ou 
des  lignes  homologues  quelconques. 

Problème  II. 

247.  Diviser  une  droite  dotmée  AB  en  parties  proporlionyidhs  à 


)cle  de  Schwab.) 


art  :  lo  carré. 

Il«yonf. 

707  106  8 

6b;!  281  .'> 

('.4(1  728  9 

637  643  ;> 

6.36  875  4 

636  683  6 

636  63S  7 

636  623  7 

636  620  7 

636  61',)  9 

636  619  7 

630  619  6 

'HIQUES 


wlygone  sonhlaldc.  à 
Dit  être  Vhomoloijw 

é  P.  Sur  a'  on  con- 
.  reproduisant  en  li' 


y 


t  un  triangle  A'(7D' 
i  A'D'E'  semblable  à 
qu'ils  sont  composés 
in  à  chacun,  et  sem- 
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iies  longueurs  données  m,  n,  r,  ou  à 
'les  nombres  donnes  12,  8,  10  vur 
cirniple.  '  ' 

On  trace  une  droite  AC  l'aisant  avec 
Ai!  un  angle   quelconque;  sur  cette   , 
jlioi  0  A(,,  on  porte  consécutivoment  4r- 
les  longueurs  données,  m,  n,  r;  on    ^ 
ruce  Lli,  puis  des  parallèles  à  CM  r.ar 
les  divers  points  de  division  (n"  180  U 
Si  ce  sont  dos    nombres  qui    sont 
donnes,  on  porte  sur  AC  des  longueurs 
rroportionnelles  à  ces  nombres,  par  exemple  12,  H,  ,0  .ini,..,i,. 

Problème  III. 

^  m.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  ,rois  droiU.  don  nées 

On  trace  un  angle  quelconque  0,  «k— , 

sur  les  cotés   duquel  on   porte  OA  '' 

égal  à  a,  OH  égal  à /;,  OC  égal  à  c- 
on  trace  AH ,  puis  CX  parallèle  à  Ab! 
La  droite  OX  ou  x  est  la  quatrième     tf 
proport-onnelle  demandée;  car  on  a 

0A_OC  a      c 

OB-DX     °"    Z  =  ^  (nM79). 

Scolie.  Si  l'on  demande  une  Iroislème  proporHonnelle  à  de,, ,.  /     •, 
""--  a  et  b,  on  cherche  une  quatrième  ^ropor/i^luo';.;;;  tillZ 
".  '',  l>,  de  manière  à  obtenir  la  proportion    ''  =  '-i. 

Problème  IV. 

^^  ,249.   T,^oueer  une  uu.,jenne  p,.purtion„elle  ...l.r  ,,eu.e  ,/„„.„  ,/,,. 

\-proeMè.  On  trace  une  droite  indélinic  AH,  sur  laqu-lio  on  porte 


<"-  K 


dos  diagonal.,, ..  I  r'^::::!H^iù^\:°:z±s^':!^^  "*;':'"'.'ri»""- 


^2^...  c.  r.„  .,.„.  „.  „«,^d;ô„l.„',:ï,-™^r^;ïj™; 


ar  on  a 


î  proportionndlts  à 


OA_OX 
OX^DB 


ou 


X 


=  -^    (no  219). 


M 


^m 


•  i'X'' 


m 

'M 


m 


'(:■ 


HH'k^r 

}|U 

HhHji; 

;  iUH 

■K!^'. 

f  ^. 


u-ri'î 


::i^î^ 
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J  i^'l^f^''  0»  porte  une  sur  l'autre  les  .(eux  longueurs  OA  et  0I>. 
ou  a  et  /.;  sur  OH  on  .cent  une  derni-circ.mrérence  ;  on  mène  la  pe  ^ 
pend.cula.re  AX    puis  a  conio  OX  qui  est  la  ligne  demandée.      ^ 

/^'ProM  Ayant  porté  l'une  sur  l'autre  les  deux  longueurs  .)\ 
et  OM  (2c  figure),  on  décrit  sur  AH  ur.e  demi -circonférence,  à  la- 
quelle on  mène  la  tangente  OD  qui  est  la  droite  demandée. 

Onacneflet      '^  =  ^^,     ou     5  =  ^  (,.  22i, -). 

Soolio.  Dans  le  triangle  rectangle  OCD  (2-  figure),  l'hypoténuse  OC, 
T;  ru"''l"!"  ';'•'""'"■"'/'"'  ou  la  >lr>ni -xonunr  dc:^  deux  lign.s  . 
ei  i>,  (,ij  est  la  dont-di/Jcrmce  de  ces  mêmes  lignes,  et  OD  est  leur 
nioijrnn-  proportionnelle  ou  moijcnur  ;iron,clri,,uc ,  c'est-à-dire  la 
racine  carrée  de  leur  produit.  On  voit  .,ue  la  moyenne  géométrique 
est  moindre  que  la  moyenne  arithmétique. 

Problème  V. 

2.jO.  Par  un  point  0  donné  dans  un  nn,ilr  tinrlron,,nr  A,  mmrr 

une  droite  (jui  soit  dirisée  fiar  ir 
point  0  dans  un  rapport  donné , 
"^l'î  /*'"'  ('•t-'eniple. 

On  trace  OH  parallèle  à  l'un  des 
côtés  de  l'angle,  à  AC,  par  exemple; 
'in  divise  AH  en  3  parties  égaies; 
on  porte  2  de  ces  parties  en  Hl), 
et  l'on  trace  DOC,  qui  est  la  droite 
demandée.  Car  les  parallèles  1!U 
et  AC  donnent  la  proportion 
i\H_CO  AH      ;î 

BD-^ÔD      '"'    ïïr)"=2 


,         C()     ;j 
donc    ^  ::.._, 


.-■f 


Problème  VI. 

2ol,  Connaissant  une  eorde  AH  et  sa 
jh-ehe  CD,  Irouoer  (e  raijon  ou  le  diauièln: 
du,  eerele, 

La  lli-ilir  CD  est  une  partie  du  ravoii 
perpendiculaire  à  la  corde.  Les  points  A 
et  D  appartenant  à  l'arc,  AD  est  une 
corde,  et  le  centre  doit  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  I<'0  menée  par  le  milieu  de 
cette  corde;  donc  il  se  trouve  à  l'intersec- 
tion 0  de  cette  perpendiculaire  avec  la 
flèche  prolongée;  par  suite,  OD  est  le 
rayon. 


LIVRE  m.  — 


longueurs  0.\  et  01!, 
iico;  011  mène  la  per- 
fno  demantléo. 

)■ 

deux  longueurs  <JA 
•circonférence,  à  la- 
deniandée. 

'■'h  ■>]. 

•e),  l'hypoténuse  OC 
c  (les  deux  lignes  n 
?nes,  et  (JD  est  leur 
uc ,  c'est-ù-dire  la 
uyeniio  géumétriiiue 


irIriDiijKc  A,  //(( 


FIGUIIES   SEMBLABLES 


9» 


soit  (lii'isi''f 


/Kir 


un  nifJiiurl  duiiiif, 

parallèle  à  l'un  des 
,  à  AC,  par  exenijjlr; 
in  3  parties  égales; 
ces  parties  en  lil), 
in,  qui  est  la  droite 

les  parallèles   lïU 
la  proportion 
AH_:i 


or 


;  (•()/■(/(•   Alî  et    s,i 
ion  ou  le  iliaiiii'.ln: 

e  partie  du  rayon 
rde.  Les  points  A 
arc,  AD  est  une 
se  trouver  sur  la 
ée  par  le  milieu  de 
rouve  à  l'intersec- 
idiculaire  avec  la 
suite ,    OD   est    !'.: 


EXERCICES  SUR   LE  LIVRE  III 

Théorème»  à  démontrer. 
tignea  proporllonnollos    —in' 

q..l  traverse  ce  fal.scea,,  y  o.t  ,     il   wrfn  11'^      '  '"^•'""""•'-■''  '1"'^  '""te  .Irolto 

2.  Par  le  milieu  d',,,,,:  ,i,v  if  """noiiUiuc.inent. 

vont  «-anvter  à  „„o  ^mr^A^TZ^^r"  '-'"'■'-^'"'''^■«.  ""  «"•"'-■  'len  parall.'.Ie.s  .,ul 
•0  .nllleu  e.t  .gale  ,  ,a  ..eu ','2,     '    ï  '^^^Z  """  ''  '""""'■'"  """'^'^  ^^^ 

cette  mûuio  droite.  '"IthmOtlcme  des  distancea  des  trois  somiueta  & 

Polygones  semblables    ~  i    n^r,^ 
l«>l"t  q,.elco.u,„e  d'une  «llagou.;;,  .u"'  r„r!;''  î^'''"'''.?'"""-''  ^''  '"«tances  d'im 
liivcMement  comme  c.'s  cHils  '""^''  adjacents    sont  entre  elles 

.-c/î:^'e;u:s;;;^^::::trt?  ""/"-^^-MN,ueron  prolonge. .,» 

l'"'«  CA  et  CB  faisant  av.rCM, 1,  aLV.'f  ■''''''"''•  ^^  '"""  "'^■"''  "'  '"■'>'''  CM, 
meut  sur  la  circonférence^  1^4  io,t"E  ,  f  "•'•  °;^^"''"'f'"'  "-"e  si  le  point  C  sJ 

7.  Ktant  donnci  un  triangle  rccaM^.inr'T  ^'^  "' ^'^  ''"'  ^"""'""t- 
I'"'"t  qnelr,m„ue  du  .llau  ù!  e  ,  n,  ^^  !"'"  ""'"'""  ••^■>'<"'-''  ""  <il''Ve  en  un 
-"-cotés  du  triangle  ÏÏÛon  H-  nr.T  If '^^  "'"""  ••'■"^""''•''•-  '-  ''"'-^ 
;"''^«  entre  le  diamètre  et  la  c  é  „f  .„  ?.  '"T"  ""  "■""  l"-'n't'"dlculalre  corn- 
"ligne  entlôro  et  la  Partie  le  S^LT.."'^^^  Pn.portlounelle  entre 
t'Iangle.  '"^  ^'^"«^  "1""^  Hgno  comprise  lï  l'Intérieur  du 

^^^<:-^i^'S^^''v^^  f'^^^  cercles  c,ueIcon.,„es,  si  l'on 

'  ■•"">•'■,  les  droites  menées  par  "eÏÏ  e^,  en,         "'""^'""""'^"t  Parallèles  r„u  à 
^•n  m.  luômo  point.  t-Miémltés  reucontrent  la  ligue  des  centres 

-'S:  rSa^^t '^,::^:,2^  ^'''7"^  «  -  -^^ -r  la  u>éd.ane. 

la  l'aso.  nOu.ontrer  que  1    SerdJ''.''""  "^^  ''  ""  -''^'^  ^""-  "^  I'-»"'"^  à 

'"•'"<•  <ic  c.:  trIangl,^  •"''^""•'l"  de  ces  trapèzes  .e  rencontrent  sur  la  mé- 

Relations  numériques    —  Il    m  (,,  i     ■     ■ 

i;"l"t,  et  si  un  p,.,„,,\,  "„.,„  sur    •,!'';  '"'''"'''"'''•^^'*  pa.Hse.apur  nn  même 

"-  O'^t-ce^dîrÏÏ::;;':;;^':;-';;-,-"'  conceutriqu..,  la  somme  d..  car-és 
'l"el«mque  de  l'autre  est  roSnte.  ""•'  "'''''  '-'^^'■""Ités  d'un  diamètre 

'i'^^'^^r^^M^M^''''^'^''  '*  '*°"'"'  des  carrés  dos  côtés  égale  la  somme 

^''it  ^'ît'ir's.lîiSf  d^re^iS^des  dH  ^  "'  '^°"^'"«  ^'^  «^o'-'-i^  des 

"'•';|.te<ini  joint  les  „,n!ji^;;',''rtij;,';|;;=f '•»'*-"«'  '""'^  ''"^t'''"'  ^"'«  '«carré  de  la 

^^^^'^Z:^':Î,S7Z^3^  ""^  ^-^•^  ^^  perpendiculaire  au 
f^r  que  le  produit  Ail  X  AE  e"t  constant  '"""  ""'  ''''^'  ^^^^^  ^^'"°"- 
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lÎMÎMENrs   DE   OIÎOMKTHIK 


¥ 


'^i 


Ifl.  1"  TlUorhiic  de  PtoUnu^c.    -  Dnii«  tout  qmulrlintèro  Inscrit,  loi.ro.lult 
dCM  (lliiRoimlos  i''K(ili^  lu  noiiiiiki  «Ich  pio.lultd  dcn  cC,i<'.h  oppoMi^H. 

17.  2"-  Théorhne  de  Ptotém,'y.—  VnM  tout,  .,ua.lillat.ro  non-ltmcrlptll.l..    u, 
produit    dcH   dInKonah's    est   n ,llu    (pui    la    xoinuiii   drs    produit»   do«   rùr/n 

OpplW^H. 

18.  8"'«  rin'orhne  de  l>toUm,<,:  —  Lch  .llaKonalcs  d'un  «luadrlIat.To  Inscrit, 
sont  cntri' cllfH  commo  IcHw.inniuH  dos  produits  do»  côtés  iiul  uboutlusuiit  it  leuri 

cxtréinltùsî-'^^^î^L^llilL' 
n       ad  -h  hc' 

1!>.  Dans  un  trapèzo  quolcoiuiuc ,  la  sounnc  dcn  carrés  des  diagonales  éKale  li 
somme  dos  carrés  des  cfttés  non-parallèles,  plus  deux  fols  lu  produit  dos  bases.  ' 

20.  Dans  un  iinadrllatéro  (luolconiiue,  la  somme  des  carrés  de»  diagonales  ,.^l 
double  do  la  sonnne  des  carré.^  des  deux  droites  qui  Joignent  les  milieux  des  cotes 
opposéii. 

•il.  Dans  nu  triangle  équllatéral  Inscrit,  la  distance  do  l'un  des  sommets  A 
un  point  qnelconq-ie  de  l'arc  opposé  égale  la  somiuo  des  distances  des  deux 
autres  Bomniets  à  ce  mémo  iiolnt  do  l'arc. 

22.  Lo  produit  des  distances  d'un  iiolnt  quelconque  d'une  circonférence  à  deux 
cotés  opposés  d'un  quadrilatère  Inscrit  égale  le  produit  des  distances  do  ce 
inCma  point  aux  deux  autres  crttés. 

23.  SI  d'un  point  donné  on  mène  h  une  cirer  .férenco  donnée  deux  sécantes 
quelconques  perpendiculaires  entre  elles,  la  somme  des  carrés  des  parties  Intè- 
rleurts  do  ces  sécantes  est  constante. 

24.  Lorsque  trois  cercles  so  coupent,  les  trois  cordes  d'Intersection  so  ren- 
contrent en  un  mémo  point. 

25.  La  8(mune  do  deux  côtés  (inolconques  d'un  triangle,  multipliée  par  leur 
dlfféreiu'e,  égale  la  somme  de  leurs  projections  sur  le  troisième  côté,  multipliée 
par  la  dlfTérence  de  ces  mêmes  projections. 

2»i.  La  différence  des  carrés  de  deux  côtés  (iueleon(|ues  <l'nn  triangle  égale  la 
dltrôrence  des  carrés  do  leurs  projections  sur  lo  troisième  côté. 

27.  Deux  côtés  (luelconques  d'un  triangle  sont  entre  oux  connue  îeurs  projec 
tlons  l'un  sur  l'autre. 

28.  Dans  un  triangle  quelcon(|uc,  on  Joint  les  pieds  des  hauteurs.  Démontrer 
que  es  trois  triangles  ainsi  formés  vers  les  sommets  sont  semblables  au  triangle 
primitif.  -  Conclure  do  là  que  l.'s  hauteurs  sont  les  bissectrices  du  triangle  (oïl 
a  pour  sommets  les  pieds  do  ces  mémos  hauteurs. 

29.  La  projection  d'une  llKue  polygonale  ABCl)  sur  un  axe,  égale  la  projec- 
tion do  la  droite  AD  qui  Joint  les  extrémités  de  cette  luôine  ligne  polygonal, 

^  80.  La  diagonale  et  le  côté  d'un  carré  sont  deux  lignes  Incommensurables, 
cest-a-dlre  n'ayant  pas  de  commune  mesure. 


Lieux  géométriques  à  trouver. 


1.  Lien  des  points  dont  les  distances  h  denx  droites   données  sont   dans  nii 
rapport  donné. 

2.  Lieu  des  points  dont  les  distances  à  doux  points  donnés  sont  dans  un  rap- 
port donné. 

3.  Lieu  des  points  ttds  quo   la  somme  ou  la  dlflérenco  des  carrés  do  leura 
distances  h  deux  points  donnés  soit  éfjrale  au  carré  d'uni'  ligne  donnée. 

4.  Lieu  des  points   Uds  c|uo   la  somme  des  carrés  ,io    leurs  distances  à  deux 
droites  reclaugnlalres  dounét's  soit  égale  au  carré  d'une  Hune  donnée. 

5.  Lieu  des  points  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  les  tangentes  menées  lï  «kii.\ 
cercles  donnés  soient  égales. 

C.  Lieu  des  points  tels  que,  de  chacun  d'eux ,  deux  cercles  donnés  soient  v us 
sous  un  même  angle. 


■ly*L  ' 


Itère  Inscrit ,  lo  proilnit 

tiTo  ni)n-liif*crl]itllil<',  it- 
(Ii's   iirodultH  dOM  lûtén 

un   (|iia(lrllat(''ro  Inscrit, 
I  qui  uboutlMiMJiit  II  leurs 


(Icsillagoimli's  (^Knlf  la 
lu  produit  de»  haHcs. 
,rr('^H  di'H  dlagoiialt'M  est 
iiit  luH  inllluu.v  dcH  côti^s 

Jo  l'un  des  Koniniets  à 
lo8  distances  des  deux 

10  circonféronco  h  deux 
t  dos  distances  do  ce 

'  donn«5o  ilcux  sécantes 
zania  de.s  parties  Inté- 

i  d'Intersection  so  reu- 

0,  multipliée  par  leur 
sièmo  côté,  multipliée 

il'nii  triangle  égale  lu 

côté. 

X  coniinc  leurs  projec- 

)  hauteurH.  Démontrer 
semblalde»  au  trlaiiglt; 
ctriees  du  triangle  «iiil 

axe,  égale  la  proJcc- 
5me  ligne  polygonali 
es  Incommensurables, 


onnées  sont  dans  un 

nés  sont  dans  un  raji- 

I  des  carrés  do  leur^ 

gno  donnée. 

'urs  distances  à  deux 

jiue  donnée. 

gentes  menées  lï  deux 

les  donnés  soient  mu 


MVHK   II,.   _   ^.„,,,„j.g   SKMilLAIlLKS 


97 

-n^mué  :''t.t  ;r  ,.::n;:;!::i,s;;:'':.î;rr'''"''''  r"^^-"^  "-•  «^  '•-tre 

l">''it  «.■  meut  sur  la  droit,.  „,„i,i  ','"'"   ""^'  '"""••  «l-muée;  un  second 

•"""^  "vo  aux  deux  .Il  s .::,'''"' ;-'''^' '''  >"'"'"'t  .les  distL:;; 

{^.jntsd.nt'C^/:;:.;  •-;-;;-;;-■.-  «u.our  d-un  point  flxe;  aux  deu. 

-»  <ou  des  point, de  concours  de  c !  '  •.i;''.'''';"  '!"'  '""«"'"'«•  «"  "-'■""'« 

".  Un  angle  d'un..  ,,i,,.. ...  '""I  ■"<■«  tangentes. 

•■'■'t^s  varient  de  iu'    .'',:'  .'^'-f '■""  -  -"t  autour  de  son  son-mef  ses 

•";■»  ^'n  -lonnant  t..uJourri;    î„  '  ,    iî  ""^  '""J-"'^  """^  le  ,uO rap^'.   m 

::""•  '""'"'0  sur  uni  droite   1,    n.r*        '  '^'"■'' '^^'^'^  Pron.éne  on  extré 

"eu^décrlt  Parrextrémltéderrir^côlé"""  ""^'  ^"•-'^«^'•'^nce.  On  demandi  L 

';''^^^^^'^<-"S/:JZ;,,^^^^  se  n,eut  sur  la  elr- 

'"»»f"  l'un  des  côtés  de  Ta.  gl    dro  t' , ,!  '''"'^■'■"  "*"'"  '•^'^'""t  "v''.  on  pro. 

■"  'le  la  rencontre  de  la  .IcndiTriïïo  t  -il'         '^'"''''''  ^"'   ''^■'"'""'"  1" 
'■'"'t-  •-  "»""  t'"*^"^'  avec  l'autre  côté  ,le  l'anglo 

^^nlp:  7  ^n:!:e':rïïs;;ïï.:'ï,;::s^;'''7-  ^^  -^'-s  segments 

12-  lue   droite  An  étant  doM>,.i„  ""  "itéileuro  et  extérieure, 

connue  étant  sur  cette  b         '.^  ,;;:;;;;"'"  ""-,"•""  tMangle.  et  un  point  M 
'1"  tnwslémo  so,«n„.t  du  trlm^gî.  bissectrice  Intérieure,  trouve,  le  II" 

la.  f.tant  donnés  im  i|„int    \  ..t  .,„     ■    . 
'■•'  Orolte  une  s.'.cante  ml.b  "e  AM    e    en  é'.':    '  '"''"'''"  ^'^^  ""  •"^^"«  ""  I""nt  ii 
te.  -lUe  l'on  ait  AMX  AN^lï^^î.  ^  ;  tSrSi.l^'r''"''"^  "'' '^'""^  ^ 

Problèmes. 

^!''{^'^!^^^'^!^Z~'^)X.'^^  "^'«"»"'«  -■   •-"  -cond 

-.;nu.t con^:;;;:  ::::  lîuSMuîi.^x^'^r'-;  ''^^^  '^^  "'^■'-'  ^ '■'-■•  ".. 
-^>^rïi;:-!;™--SeSi;r-^^     -— -  ^..r  le 

''<■  7  et  de  9  mètres.  "t-ttinii.ie  sur  ce  diamètre  sont  respectivement 

•-•"u:^::'tgn:Ss;::';:^.,;;strr5^''''7'"'-  -•  --  -  ««^tres. 

.''■  Constrnlre  un  triangle  eonn      s  ...  '"'''       *''""  ^«sectrlces. 

'i"l   tombe  sur  r,,n  Teux         """''"■"'■'*■'" ^  ''''ux  eûtes  et  le  pied  ,1e  la  bissectrice 

'■^'lculeAio"!;;n2^l'^a"tïïSL."lo    •■''^'r^'^™"^»^    «"'3".   «-30   et4...i;i 
"'-■cWce  de  l'angle  extérieur.       '"  ''  '""'"  ^"'^'  '-"'•  «''•'ver  au  pied  de  ,a 

gouales 


lu.  Sur 


""'■  ''••"Ite  Indéfinie  Ax 


<iui  joint  les  ndiieux  des 


«•"  point  N  tel  qne  l'on   ait   ^^^^I^ 

Nli      MB" 


'"  donne  AM  =  ] 


diai-'onales. 


'> ,  et  AB  =  28.  Cale 


uler 


^im^ 


'-A 


M 


d^'^ 


.^Tiri 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


Mm 


11.  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  a  30  mètres,  et  l'un  des  segments 
déterminés  pir  la  hauteur  sur  l'hypoténuse  a  20  mètres.  Calculer  cette  hau- 
teur et  les  deux  côtés  do  l'angle  droit. 

12.  Dans  un  cercle  de  8  mètres  de  rayon ,  on  trace  un  diamètre ,  et  par  une 
do  ses  extrémités,  une  corde  de  12  mètres.  Calculer  la  projection  de  cette  corde 
sur  le  diamètre. 

13.  Construire  un  triangle  connaissant  deux  côtés  o  et  6,  et  la  projection  n  du 
troisième  côté  sur  le  second. 

^  14.  Deux  côtés  d'un  triangle  ont  17  et  21  mètres,  et  la  projection  du  troisième 
cote  sur  le  second  est  de  U  mètres.  Calculer  le  troisième  côté,  et  la  hauteur  qui 
tombe  sur  le  second. 

15.  Les  trois  côtés  a,  b,  c,  d'un  triangle  ont  52,  51  et  25  mètres.  Calculer  les 
projections  h  et  c  des  côtés  6  et  c  sur  a.  Calculer  ensuite  la  hauteur  h  qui  tombe 
sur  ce  même  côté  a. 

16.  Deux  cordes  se  coupent;  on  donne  les  deux  segments  m  et  n  de  l'une, 
et  un  segment  p  de  l'auti-c.  Trouver  l'autre  segment  do  la  seconde  corde. 

^  17.  Deux  cordes  se  coupent ,  les  deux  segments  do  l'une  ont  15  et  10  mètres. 
Calculer  les  deux  segments  do  l'autre  corde,  dont  la  longueur  totale  est  do 
28  mètres. 

18.  Dans  un  cercle  do  17  mètres  do  rayon ,  deux  cordes  se  coupent,  et  le  pro- 
duit des  deux  segments  do  ch^acune  d'elles  est  145.  Calculer  la  distance  du  ceutro 
au  point  d'Intersection. 

19.  Doux  sécantes  partent  d'un  même  point  hors  d'un  cercle;  on  donne  les 
parties  extérieure  et  intéiloure  a  et  h  de  Tune,  avec  la  partie  extérieure  c  de 
l'autre.  Trouver  la  partie  intérieure  de  cette  dernière. 

20.  Deux  sécantes  partent  d'un  même  point;  les  doux  parties  extérieure  et 
Intérieure  de  l'une  ont  J".  et  23  mètres,  et  la  partie  extérieure  de  la  seconde 

17  mètres.  Calculer  sa  partie  Intérieure. 

21.  Une  tangente  et  une  sécante  partent  d'un   même  point;  la  tangente  a 

18  mètres,  et  la  partie  Intérieure  de  la  sécante  23  mètres.  Calculer  la  partie 
extérieure  de  cette  sécanle. 

22.  Le  diamètre  d'un  cercle  a  32°'50,  on  le  prolonge  de  4'"50.  Calculer  la 
longueur  de  la  tangente  menée  du  point  obtenu. 

23.  Le  diamètre  d'un  cercle  a  25>"40.  De  combien  faut -11  le  prolonger  pour 
que  la  tangente  menée  du  point  obtenu  soit  do  12  mètres? 

24.  Décrire  une  circonférence  (lui  passe  par  deux  points  donnés,  et  (lul  soR 
tangente  à  luie  droite  donnée. 

25.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  ont  rospoctivemeiit  11 ,  18  et  20  mètres.  Cal- 
culer les  trois  médianes,  les  trois  bissectrices,  les  tiois  hauteurs,  et  les  dis- 
tances des  trois  côtés  an  centre  du  cercle  circonscrit.  —  Généraliser,  eu  e.xpil- 
•liant  ces  diverses  lignes  en  f(mctIou  des  trois  côtés  a,  h,  c. 

2ti.  Les  (luatre  côtés  d'un  quadrilatère  ont  15,  18,  20'('t23  mètres;  l'une  des 
diagonales  a  30  mètres,  et  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  a  4'"60. 
Calculer  l'autre  diagonale. 

27.  Calculer  directement  le  partage  d'une  ligne  de  1  mètre  en  moyenne  et 
extrême  l'aison. 

28.  Un  arceau  on  arc  de  cercle  a  3"i60  d'ouverture  et  O'nTO  do  flèche.  Trouver 
sou  rayon  par  une  construction  graphl(|ue,  puis  par  le  calcul. 

2».  Dans  un  cercle  de  2"-j6  d,.  rayon ,  ou  donne  une  corde  do  3  mètres.  Cal- 
culer la  corde  (lul  sous-tend  l'arc  moitié,  alusl  que  la  corde  qui  sous-teud  l'are 
double. 

30.  A  (luelie  distance  du  centre  se  trouve  une  rnrde  de  2''i72.  dans  un  cercle 
de  3'"65  de  rayon  'i 

31.  Quel  rayon  faut-il  prendre  pour  que  la  circonférence  décrite  ait  1  mètre 
de  longueur? 


■Si 


nVflE  III.  -  picuj,Eg  SEMBLABLES 


ut  la  projection  n  du 


L'tro  en  moyenne  et, 


lie  flèche.  Troiivei' 
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co»e^:^'-^^f--  --  are  a.  .  .e.r.s  y,  ,.„.  „„,  J 

rapinoelH.  .,„  non'î'.ro-^."''  '''-  ^"'^■^-  ^*  ^^""'-  Oo  ce.s";;;;';;^^:; 

gullers  i.sop.r,„.ètre.,i:      %4   7%ï  "Tr^^  ''■^l'"^^^»'' de«  Po^Von  f  ^d' 
va  our  approchée  du  nombr'e  a.     ''  "•-  ''^'^■^'  ''  ^-ilulre  de  ces  ca?c„ru„t 

ia  irr^'  -  --.  — ssant  la  sona.e  on  la  dl^érenco  dn  côté  etde 
37.  Quel  est  le  côté  d'un  carré    «i  i.  ^, 

.les  deux  autres  côtés.  '  '''""^'«««'"'t  la  base,  rangJe  opposent  lerapport 

«;*»  ï^rrr™" '•«' ™  «'-"«««ce  ..„..„,..,„,  ,„, 
^T'^ir-f -'î^-=^^  '  "«  ""— «  «'  '  ™.  ^™- 


5*ïS« 


?É 


^ii!^ 


'2-?' 


>-•; 


>.'►; 


LIVRE    IV 


SURFACES 


ÉVALUATION  DES  SURFACES 


;;?-'a 


'm 


Définitions. 

2r)2.  Une  surface  ost  une  c'iendue  considérée  sous  doux  dimensions  : 
longueur  et  largeur. 

Pour  évaluer  les  surfaces,  on  les  compare  à  la  surface  choisie  comme 
nnitéde  mcsiov  Jaquelle  est  généralement  le  Dvirc  carré. 

On  appelle  aire  dune  figure  le  nombre  qui  exprime  le  rapport  de 
celte  figure  à  l'unité  de  surface. 

On  emploie  indifféremment  les  mots  aire  et  surface. 

Deux  surfaces  sont  égales  lorsqu'elles  peuvent  coïncider  par  super- 
position. 

Elles  sont  équivalentes  lorsqu'elles  ont  la  même  étendue,  la  même 
aire,  sans  avoir  la  môme  forme. 

Proposition  I.  —  Théorème. 

233.  L'airs  d'un  reclanglc  égale  le  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur. 
1"  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'unité  linéaire  serait  contenue 
exactement  dans  la  base  et  dans  la  hauteur. 
Soit,  par  exemple,  le  rectangle  ABCD  ayani 
7  mètres  de  base  et  4  de  hauteur.  Il  s'agit  de 
prouver  que  le  nombre  do  mètres  carrés  con- 
tenus dans  ce  rectangle  est  exprimé  par 
7  X  'i  ou  28. 

D  à  C         Celte   figure   peut   cire  décomposée   en    'i 

rectangles  de  7  mèlres  de   longueur  sur  1 

mètre  de  largeur;  et  chaque  rectangle  partiel  peut  être  divisé  en  7 

parfi'^s  égales,  dont  chacune  est  un  mcire  carré.  Le  rectangle  contient 

donc  4  fois  7  mètres  carrés  ou  28  mèlres  carrés. 

Pour  généraliser,  t^i  l'on  appelle  b  la  base  et  h  la  hauteur  du  rec- 
tangle, la  surface  sera  exprimée  par  i^  produit  bh. 

2"  Supposons  les  dinioisinns  fractionnaires ,  et  soit  /)  =  7"';$  ol 
/i  =  /i">2.  Le  nombre  de  nirtres  carrés  contenus  dans  le  rectangle  sera 
7,3  ï<  4,2  ou  30,!'iR.  F.n  effet ,  le  reclanglc  cnnsid('ré  p.'ut  être  décom- 
posé en  42  rectangles  contenant  chacun  73  décimètres  carrés;  et  ainsi 
la  surface  sera  42  fois  73  ou  3(100  décimètres  carrés,  ou  ,3()'"^6(i. 


A 

7 

H 

a \ u 

^ 

k 

doux  dimensions 


hase  par  sa  hau- 


a  hauteur  du  rec- 


L1VHE   IV.  —  SCHFACES  ^q. 

ti-  '"'SXS^!!;;;^- -  ■•^P^^er,  ,ue„o  que  soit  ,a  r.ac- 
(hô^orème  est  vrai  dins  tus  l.ïca       '^'"''"""  '^''  dimensions;  ain.i  le 
Donc  l'aire  d'un  rectangle  é<,alè... 

R_  hh 

Proposition  II.  _  Théorème. 

Soit  le  parallélogramme  ABf.D 
Construisons  lo  rectangle  AI'.EF   qui  a 

même  Use  6,  et  même  hauteur  Ân?,ë,; 
l'nrallelogramme.  ^ 

AD  et  BC  sont  égaux  comme  cùtés  op- 
P"s;s  d'un  parallélogramme,  AF  et  BE 

«ontegaux  pour  lamêmeraismi;  donc  les 

triangles  rectangles   ADF   et   (CE   son 

égaux  com.ne    ayant   l'hypoténuse  égaîe 

et  un  autre  côt,;  égal.  Ain^i  le  n-imii 'i 

rectangle  ABEF,  ft  IW    du  paS  t?m '""'  ^'^^'^  ^^"i^^"'  «" 

reclangle,  le  produit  de  la  l^■.slTp•     h  hT.T  '^■;'''  ''"^""^  ^«"«  ^^ 

^<=  "  !'•"  la  hauteur  A. 

'"*.  ""'  ""-  V"  '  «"■'duparatlilosmmme  mil  al- 


•5«  Imulcu)'. 


Proposition  III.  —  Xhé 


(orème. 


riaiigle 


'•{J'ile  la  mnilh-  du  prodaif  de 


.«'(  ha 


se 


l>ar 


mm 


ï.ii 


m 
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ÉLF!MENTS   de   Gi'OMI'TRIE 


Soit  le  triangle  ABC. 
Menons  BE  parallèle  à  AC  et  CE  paral- 
lèle à  AB.  La  figure  ABEC  est  un  paral- 
lélogramme de  même  base  cl  de  même 
hauteur  que  le  triangle  donné. 
^  Les  deux  triangles  ABC  et  BCE  sont 
,^,  ,  égaux  comme  ayani  les  côtés  respective- 
ment égaux  (n-  OOj;  donc  l'aire  du  triangle  ABC  égale  la  moitié  de 
1  aire  du  parallélogramme  AE,  et  par  conséquent  la  moitié  du  pro- 
duit de  la  base  b  par  la  hauteur  h. 

2oS.  Corollaires.  1°  Un  triangle  quelconque  esl  la  mnîliè  dureclnn- 
glc  qui  a  mnw  base  et  même  hanleur. 

2"  Deux  triangles  de  même  hase  el  de  même  hauteur  soûl  équiva- 
lents, ' 

>  Le  sommet  d'un  triangle  peut  se  mouvoir  parallèlement   à  h 
liase,  sans  que  l'aire  du  triangle  soit  altérée, 
h"  Deux  triangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des;  bases  par  les  hauteurs. 

U"  Deux  triangles  de  même  base  sont  entre  eux 
connue  les  hauteurs,  et  deux  triangles  de  même 
hauteur  sont  entre  eux  comme  les  bases. 

C>"  Les  trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  in- 
versemcnt  proportionnelles  aux  bases  correspon- 
dantes; car  si  l'on  appelle  «,  b,c  les  trois  côtés, 
u' ,^  b' ,  c'  les  hauteurs  correspondantes,  on  a 
aa'  —  bb'  =  cc'  (le  double  de  la  surface);  donc  si 


a  =  b,  il  on  résulte 
a  égalera    —  /)'... 


:  //  ;  si  a,  =  2 


2/^  II'  égalera  ijob';  si  a  =  mb, 


in- 


2.j9    Scolic.  L'aire  d'un  triangle  quelconque  égale  la  moitié  du  pro- 
duit du  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit; 
Et  ïl  en  est  de  même  pour  tout  polygone  circonscrit  à  xm  cercle. 


Car  ces  figure^  sont   décomposahlep.  on  triangles  ayant  tous  pour 
hauteur  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  pour  bases  les  divers  côtés. 


(  mnilic  du,  rrclnv- 


',omme  les  produits 


LIVIDE   IV.  ~  SURFACES 
Propcition  IV.  -  Théorème. 
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.''omme  des  bases.        ^       ^"''  ^'  ^"•^^""  de  la  hauteur  par  la  denà- 

Soit  le  trapèze  ABCD.  Prolon 
geons  l'une  des  bases,  AR    p" 

flfi^f^^-d'uno  longueur  BEégaîo 
a)  autre  base  CD,  et  menons  DE 
,  Les  triangles  FBE  et  FCD  sont 
"gaux  comm.>  ayant  un  rôté  éffal 
adjacent  à  ries  angles  rosperliS 

AE  b  ,ria„g|e  BliP  sera  sembïïbM  mÏ  '7  "T  '''■  '"""':>"  l 
mo,l,ed.  colles  d„  grand  M:"!"  àhù%  ■^V'l'"°''''''"'' ''r«M 
ou  lo  dom,.sommo  dos  bases  d„  SapèTe  ''''°'°  '"  """'"^  "l»  AE, 


Propo«tion  V.  -  Théorème. 


-g-,    ou  par  ~  a.rn.  M  "mce  par  «  lois 

Donc  l'aire  d'un  polygone  régulier  égale.. 


-..B 


263.  Scolie.  Si   l'nn  nnr/o  H^o    .      i 

'«me  arc,  et  si  l'on  joint  Je  ce»  r°e  O ?'^''''  ^^^  ^C,  CD... 
btient  un  ser//.»,.  »w "- centre  0  aux  points  extr^m«.  a  . 


obtient  un^;;;;;/;,  XVaVrf '^^°  ^"^  Poinîs  extre^mes  A-;t  D  o„ 
produit  de  l'apothSlTij:!:t'  ^'"î  '"'"'  ''^«'^  ^atow/rf'u 


m;. 
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M 


m 


m 


m 


Proposition  VI.  —  Théorème. 

2C)''i.  L'aire  du  cercle  égale  la  moitié  du  produit  de  la  circonférence 
par  le  rayon. 

En  effet,  le  cercle  est  la  limite  du  polygone 
régulier  inscrit,  dont  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente indéfiniment  ;  rapothèmo  tend  vers  le 
rayon  du  cercle,  et  le  périmètre  vers  la  circon- 
férence. 

En  appliquant  à  la  limite  la  propriété  du  po- 
lygone, on  conclut  (jue  l'aire  du  rrrclc  éijale  la 
moitié  du  produit  du  rayon,  par  la  circonférence. 
2Go.  Scolie.  i"On  arrive  directement  à  la  formule  de  l'aire  du  cercle 
en  le  considérant  comme  nnpolyyonc  régulier  d'un  nombre  indéfini 
de  côtés;  û  ce  point  de  vue,  le  cercle  est  décomposable  en  triangles 
infiniment  petits,  ayant  tous  le  rayon  pour  hauteur. 

2"   La  circonférence  ayant  pour  expression  'Ànr,   l'aire  du  cercle 
sera    V2'"--tc''  ou  itr";  ainsi  l'aire  du  cercle  s'obtient  en  multipliant 


le  nombre  ir  par  le  carré  du  rayon. 
Si  l'on  appelle  d  le  diamètre,  on  a  î-  =  ^-,   r-  =  ^,  et  l'aire  du 


cercle  est  n.  ~ 
4 


ou 


4  ■'^^ 


>  Appelons  G  la  circonférence;   le  rayon   sera 


cercle   sera 


2^^iS 


ou 


ou 


(S  y 


X 


1 


27C' 

donc 


et  l'aire  du 
l'aille   du 


cercle  égale  le  nombre  inverse  de  iz,  ouO,3[H  21,  multiplié  par  le 
carré  de  la  demi-circonférence. 

h°  L'aire  d'un  secteur  circulaire  égale  la  moitié  du  produit  de  l'arc 
par  le  rayon.  Car  le  secteur  circulaire  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  secteur  polygonal  régulier  inscrit ,  dont  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente indéfiniment;  et  le  secteur  circulaire  peut  lui-même  être  con- 
sidéré comme  un  secteur  polygonal  régulier  d'un  nombre  mdéfini  de 
cotés. 


B^-"^  C 

5°  Soitn  le  nombre  des  degrés  de  l'arcd'un  secteur;  l'aire  du  cercle 
étant  TTJ-,  l'aire  du  secteur  d'un  degré  est  ^^  it»-,  et  l'aire  du  secteur 
considéré  est  ,-i^  m-^ 


e  la  circonférence 


et  l'aire  du 


UVHE  IV.  _  suRpACES  .,„ 

'^'«  de  la  corde  et  le  eenlrl  dfl'aT    '"'  "  ^"'"'  *"'"'"'''^'  ^''^  ''.'•'''.^»^- 
§  H.  -  RELATIONS  ENTRE  LES  SURFACES 


ses  deux  dimeLions,  eU,L  Se  ."u"- 'ï"/''- '^'''  '"  f^'''^'' 
par  lui-même,  '      '  '"'^'^  ''"  carré  égale  le  produit  d 

'vr/rt»r,/e  nui  ni     V-'  '•*V''-"ne  /'aiVe  rf,, 
^'vn./%;C/  ^'""^  ''"«e'Kv/ons  ces  ./euo. 

moins  deux  fois  le  rcclannf  """''' P'"' <"^ 
ces  mêmes  lilmes:  ^''  '■""''"""  «^'^'^ 

^"  — ^J  "  =  «'=  +  />=  ±2a6 


uit  do 

U    CÙtÛ 


i 


;i 


'_Xf"'ï 


tïfô 


If 


^(^ 


/^c  rectanqlc  cowitr^iU  /...«^  ; 


«"S:::rs.r£  ^°"'"-  "•""  " 


^    .u<»c»r  a  un  triangle  rectangle  rqale  b- 
>  deux  segments  de  l'hypoténuse:     ^ 
d'  =  mn 


^^ÏÏQ^, 


^'^i'g 


m, 


mm 

nî  V%t'), 


lor. 


Wf 


h   '.^rS  h 


■a: 


JÎLIÎMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


Le  can'r  cnnsfruil  sur  un  cnlê  de  IVinçfl,-  droit  d'un  lri,wr,U  r,'r- 
lavulc,  rgale  le  vcclnuçile  consiruil  avec  la  protection  de  ce  côté  sur 
lliypotciiuse,  et  ihypolnnise  entière: 

c^  =  a  n 

Lorsque  deux  cordes  se  coupent  dans  un  cercle,  lereclatigle  construit 


avec  les  deux  seomenis  de  l'une  égale  le  rectangle  construit  avec  le^ 
deux  segments  de  l'autre. 

Lorsque  deux  sécantes  partent  d'un  infime  point  hors  d'un  cercle, 
te  rectangle  constant  avec  la  première  sécante  et  sa  partie  extérieure 


égale  le  rectangle  construit  avec  la  seconde  sécante  cl  sa  partie  exté- 
rieure. 

Si  une  tangente  cl  une  sécante  partent  d'un  même  point,  le  carré 


construit  sur  la  tangente  égale  le  rectangle  construit  avec  la  sécante 
entière  et  sa  partie  extérieure. 
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rectanole  construit 


construit  avec  les 


l  avec  la  sécante 


LIVRE   IV.  —  SLIU'ACES 
PropcUion  VU.  _  Théorème  de  Pythagore. 

^    Soit    le    tri.n.le    rectangle  """ ''"'•^' """'•■'^  ••'"^-• 

Al^G;  et  soient  M,  P  et  Q,  l.g 

co  es.  Menons   ADI'  porpen.li- 

cuia.rea.CB;  menons  au.s,silill 

et  Ah    et  considérons  les  deux 

Inangles  ACE  et  JiCll. 

Dans  l'un  et  dans  l'autre, 
lange  en  C  se  compose  dJ 
i  angle  n  augmenté  d'un  an-l,. 
'Iroit;   les  côtés  CA  et  CE  du 

||remier  triangle  égalent  respec- 
tivement Cil  et  C13duse.H,nd 
comme  côtés  des  carrés  P  et  m' 
Donc  ces  triangles  sont  é.gaux' 
Le  premier  triangle  ACE  est 

la  moitié  (lu  rectangle   CEI-'D 

ou  H  qui  a  même  base  CE  et 

même  hauteur  CI);  le  second  (rian-^le  liril .... 

'|.n  a  m  .ne  base  Cil  et  même  liau"eur    A  '  """"^'  ''"  '•'"''''•  i^ 

Donc  le  l'ecla.igle  H  et  le  f.rr/.  i»  L  ,    ■     ■ 

des  moitiés  égalel   On  ^rt^^,    e  t  J::;''i'"«'  '' "-^  "y-t 

équivalent  au  carré  .  ).  On  a  donc  rV  s  ou  T  L'    V^^'  «  ^«^ 
Donc  le  carré  construit  sur  rky.uté^ll^^e!:^       ~  ^  "^  '^'• 

a  ^?é;;bi!^:;r;er!r:^i!:^t;^ii:£/':?:-;''^  "•  '•'-- .- 

triangle  .-ectangle  (n»L'|/,j  "cmciabie.. ,  e.iti'e  les  (.•oIh  eôlés  d,, 

r.s:rëLt:ët';s^;sr^s.^;;^,:;'^     -.'.•'... .« 

'■'"■'•'•  cnnslruilsurnn  <'oVé  „,,.,  J  ,•        r,.     '""'""   '""  ""')  •  /-" 
si^nune  ,les  carrés  construitsi  ù^         !,      'j;'^  "!""■  •Vu/r  t.. 

deux  lois  le  rectangle  ennsiruit  uj    t  /  '  '''"'  ""  """"« 

Proposition  VIII.  _  Théorème 

««.fî;;':J::;;;;ï;^,,î«;„:;:;,;:;,:';:^;-«"' 

"'»'pm„e„l  i;„„,l,.  fg„i'  '"  """  ''"' 

Ali(/ AB 

5G  F  -  ÂF 


Vîf 


II 


l'ii 


f*ï»l 


yi 


Kf.».!. 

,*.■■' je,  ;j..?;-.,,.îH 


éJwU 

Wm4 

■     »! 

M^^^H 

[-^H 

Ï 

i'inB 

RU 

\i 

1U8 


tÎLIÎME.NTS   DE   (IhîOMI'TRlB 


Si  l'on  iulikI  les  bases  sur  Al),  lus  doux  triangles  ACF  et  ADF  oui, 

môme  hauteur;  et  donnent  la  relation   -)-l^|i  =  ^' 

ADr       AU 

En  multipliant  membre  A  membre  les  deux  égalités,  on  a 
AnCxACF      ABxAC 

AC.l'x  ADF""  AFxAD  '   °"'  •-'"   simpiiliant   le  premier  membre, 
AMC,       ABxAC     „         I-,  r  ,,    ,   ,. 
ÂÏÏF  ~  AF  X  AU  '       ''"      '""'"^  démontrer. 

iJùiic  lieux  irituKjliis  (jui  uni  nu  aixjle  l'ujdl... 

Proposition  IX.  —  Théorème. 

270.  Deux  triangles  semidaliles  sont  entre  eux  camnic   les  carres 
des  eûtes  au  des  liijnes  humolD'jues. 
Soient  T  et  T'  deux  triangles  semblables. 
Menons  les  hauteurs  homologues  h  et  //'. 
Toutes  les  dimensions  homologues  sont  dans 

un  même  rapport;  ainsi  l'on  a    "  =  p 

et  de  même  ^  =  -k 
a       II 

Multipliant  membre   à   membre  ces  deux 

égaillés,  il  vient 

a'  ^jdi_  i/^ldi       T 

a''  ~  l/h'  ~  Tj^ti'h'  ~~  '1  ' 

Donc  deux  Iriancjles  semblables  sont  entre  eux... 

Proposition  X.  —  Théorème. 

-71.  Deux  jiohjfjoncs  semblables  sont  entre  eux  comme  les  carrés 

des  /iV/JU's  Iwmoloiines. 

Soient  1*  et  1''  deux  polygo- 
nes semblables.  Décomposons  cts 
deux  j)olygones  en  triangles  res- 
pectiveniont  semblables,  S  et  S' 
T  et  T',  Il  et  U'. 

Les  triangles  semblf.bles  élanl 
"■litre  (;ux  comme  Ic.^   carrés  des 
cotés  homologues    on  a  : 
1_   n^_V 

r    n'^  ~  ir 

_T_U 
~i'~U 

a-'      &'-t-T'-i-lJ'"-p' 

Ainsi  les  deux  polygones  P  et  P'  sont  entre  eux  comme  les  car- 
res de  deux  côtés  homologues  a  et  a;  d'ailleurs,  toutes  les  dimen- 
sions homologues  étant  dans  un  mtme  rapport,  il  en  est  de  même  de 
leurs  carrés. 

Donc  deux  polygones  semblables... 


H  ACr  ol  ADF  ont 

itûs,  ou  a 
premier  rooinbrc, 


nembre  ces  deux 


comme  les  cam'a 

ylo(iiies. 

1''  deux  polygo- 
Décomposons  ces 
en  triangles  res- 

nblables,  S  et  S' 

J'. 
semblables  étant 

ne  lp,i  carrés  des 

'S,  on  a  : 


comme  les  cai- 
oules  les  dimen- 
i  est  de  même  du 
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-'-  Scolie.  I"  /,e  rapport   '-  t^at  i 

2'  D,n,s  ,(,,,,,   .,,.'        ''^';;';''^^'-'» 'apport  de  similitude''. 

"■"-"-ïi  a^ant  pour  rayons  >• 


'  TT/''-' 


-  T" 
r'' 


S  '"■  -  ««STI.UCT10.N.S  GlUPIIIOUES 


-7o.  ,S/,r  /o/<'  (Iruilc  do 
"'i  nrhdujle  donné  ab 


Problème  II. 

""'^'■' m,  co«67/-U!V(.  M„  m-/«»7/e 


'<jle  'yiuvaleiil  ù 


•«.«■ 


'.'."■4i!J(  i*! 


•tjll 


'Vr.' 


y.  .-■•'S 


•5/.  *'/■■■  -f 

i  :r  -.'t^-c*'',  •■ 
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lÎLÉM   NTS   m  (.f'OMlÎTHIK 


La  hauteur  ii/''onnuox'  oat  donc  une  qiiiiliièmc  proporlidnnclli!  aux 
Jrois  droili'8  >n,  .< ,  h. 

Si  la  lij,'ure  donnée  (<tait  un  arréa'.on  chercherail  une  Iroiaii-rno 
JWporlionnello  aux  deux  drolU     'u  et  a. 

Problème  III. 

276.  Construire  un  carri''  n/iiiiutlcnl  à  une  ligure  donnée  P. 
1"  Si  la  ligure  donnée  est  un  rectangle  itl>,  le  coti' x-  du  carré  équi- 
valent doit  ôtre  tel  que  l'on  ;iii  .r'=^nb,  ou    ^.--^  ç.  II  sul'llt  donc  de 

chercher  une  moyenne  pro|)orlionnelle 
l'ulre  les  deux  diinensiona  a  el  h. 

-"  •Juejle  (|ue  soil  la  Utrure  donnée  , 
c'est  toujours  uni.'  niovenne  |iro()or- 
iiotnit'lli;  (ju'il  l'iiut  prendre  entre  les 
deux  lignes  dont  le  produit  donne 
l'cdre  de  la  ligure,  savoir  : 

l'our  un  I II tn il Irluij ranime,  entre'  l.i 
Ijase  el  la  hauteur; 
Pour  un  Iriiiiijle ,  etdre  la  hase   et 
la  denu-hauleur,  ou  bien  enirr  la  hauteur  et  la  demi-hase; 
Pour  un  Iriijwze,  entre  la  hauteur  et  la  hase  moyenne; 
Pour  un  jHihii_ii\ue  rriinlicr  ou  pour  un  iioliiijDne  circonscrit ,  entre 
l'apothème  et  h'  demi-périuiètrr; 
Pour  un  cercle,  entre  le  rayon  et  la  dcmi-circonlVrence. 
3"  S'il  s'agit  d'un  i>ol\i(j<tne  iiuclcjnniite ,  on  le  transforme  en  un 
triangle  é((uivalent  (n"  •J7i),  et  on  est  ainsi  ramené  à  un  cas  déjà 
mentionné. 

Problème  IV. 

277.   Transformer  un  carre  iloiiiié  &' en   ini  rcelmuile  (''(ininiloil . 

et  tel  ijue  lu  somme  des 


n 


:^V 


;  .^■ 

a- 

V 

A', 

'l^^^^xs-,::'^^- 

deux  dimensions  sait 
éildlc  à  une  liqne  dnuiirr 
AB. 

Sur  celte   droite   AB . 
on  dt'crit  r  i       Icni-ci!'- 
conférence;  oii  mène  'Mi 
un  point    (i'  '     nr'u;    le 
celli'  droilo  une  perpen- 
diculaire (  ill  égale  auc('ilé 
du  carré  donné  ;  on  trace  ensuite  IIP  parallèle  à  AH,  el  Pt'.  perpendi- 
culaire à  AH. 
Le  point  C  détermine  les  doux  dimensions  f'.A  et  CM,  ou  x  et  y. 

(...    ..-(      :n»>  VA),  '220 !  :  •'-■  =  -,  d'où  xii=a\ 
'  '      «       y  •' 

i-7i'.  rtci'ï    Le  problème  peut  aussi  êlre  résolu  par  le  calcul.  Par 


E 


oporliitntK-'llu  aux 
il  une  troisit'ino 


Dinti'e  P. 

i;  du  carré  équi- 

II  Bul'lll  donc  de 

!  pro|i()rlionnellf 
■iiotiH  n  el  II. 
i  tifruiT  iliiiinûc  , 
invcnno  |irii|ioi'- 
rcndrc  enlro  les 
|iroduit  donne 
oir  : 
•amme,  cntn'  l.i 

'litre  la  liase   ri 

l);isc; 

ne; 

iritonsrrit ,  entre 

'enco. 

ansfornit'  en  un 
6  il  nii  cas  déj.'i 


);//('  (''iiitiv((lr)il . 
e  Ut,  sunniic  des 
Imensions  sail 
ne  liçjne  doinirv 

lie  (Iroito  AU. 

111/  •  ■le-ni-ci!'- 
e;  ou  rnenc  l'n 

i(i|l''..     fl(    'II.:     '!0 

le  une  perpen- 
!ll  égale  aucôlé 
t  Dr.  perpendi- 

".h,  ou  X  el  //. 


1"  le  rolcul.  Par 


exemple,  81  ,e«=.i  Viol  si  \U  ^1(1    I    .  ^" 


Problème  V. 


1  ^1 '^^ '''.^'"'r'-'^'''^" 'l-^^  deux  d,- 


inensicins   «oit    é 


cigale 


ivalenl. 


donnée  An."   ^''""^  "    """   ''fe''"^ 
""prolonge  le  eût.;.  Ma  .u,  .anV- 
donne     d"une  longueur  ég,.;   f;' 
lig'ne   donnée  AM-  «ur   Vit  . 
(Iiim,si..n  1  '     •  ■^'*  comme 

.  amùi.o,   on   dernt   une   eiroonlé- 

rn.    pap|,,,„,,.u,ei  parle  cenlre, 
on  mené  la  «•rante  UCK,  qui  sera  I' 
base  du  rec.angle  demandés  la  pa. 
t.e  ^extoneure  DI  en  sera  la   il!! 


Car 


on  a:  AD^=  Dir^ï]], 
Problème  VI, 


280.  Trouver  (Imc  ilmli 
l:'"Ulrs  donnés  ah  elcd.  "'"'"^''^  """''''  <^»lrc  dles  comnw  deux  rcc 


^^^^^ft? 


l  Tenons  ,(   pou,-  l'une  des  deux  dmli,..    . 
"''^'i    „,      b      d  '"'"*'"  demandées;  on  doit  avoir 

vd      X'  «"    ,7=- 

Ainsi  la  deuxième  litrn.'  dermnJ  ;^  „ 
'ielle  aux  trois  lignes  (f^'[.  '^^^^'^^'^  «^ra  une  qualricme  proportion- 

um?cor^p:^^'  1^"-^^'    ^''^^'"''  P""^  •^^'■'^  P<^-  P"ur  d.ux  fi 
,    .ii.cii(pit.-,  Il  ounit  :!o  coiiaidérer  ie«  ,i,.„v  V        '  •        '  "-^  iigures 

'luit  donne  l'aire  de  chaque  /ieur      i  dimensions  dont  le  pro- 

f^ngle  équivalent.  ^      ^"'''  '""""«  «^'ant  les  côt.s  dun  îec- 


■ 

•xt'; 

»;.:,.,'.t 

;•'' 

Pif'': 


11;.*, 


1  !•< 

fin 
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282.   Tro, 


ELEMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 
Problème  VII. 


jnui'r  deux  di'intcs  (jui  saioil  mire,  elles  eomtnc  deux  carrés 
do)niés  a-  et  b-. 

La  solution  (li'jà  iiicliquéf  pour  deux  reclangles  est  applicable  au 
ciis  (le  di'ux  carrés. 
Mais  on  résout  le  problème  d'une  manière  plus  directe  en  disposant 

_0        /.         B 


=^^:aÉ 


<* 


-7' 


1^/ 


îjVc 


à  anj^les  droits  les  côtés  «  et /»,  et  en  menant  IMiypoténuse  Ai5,  puis 
la  hauteur  OC.  Les  segments  m  et  /(  sont  entre  eu.\  comme  les  carrés 
d'  et  b-  j'n"  21.")). 

Problème  VIII. 

283.  Cunslriiire  un  carre  qui  suit  à  un  carre  donné  a-  da)is  un 
rapport  donné     — . 

Sur  une  même  droite  M.N  ,  on  porte  des  longueurs  CM  et  (_'.N  égales 

0 


^^^^ 


M    m     c 


N 


îi^S 


aux  droites  données  ni  et  h;  sur  MN  comme  diamètre  on  décrit  une 
demi-circontV'rence;  on  mène  (,'.0  perpendiculaire  à  MN,puis  OM  et 
ON  ;  on  porte  UA  égal  au  côté  du  carré  donné,  et  l'on  mène  AX  paral- 
lèle à  MN.  La  longueur  OX  est  le  côté  du  carré  demandé. 

t  jx  ■■     mi  " 


On  a  ,  en  elTel 


OA  ''       ON  ^ 


m 
n 


284.  Scolie.  La  même  consiruclion  s'applique  au  problème  général  : 
Cmislruirc  une  fùjure  sendAidde  à  une  /ujurc  donnée,  el  qui  soit  à 
cette  fujure  dans  un  rapport  donné.  Car  les  figures  semblables  son! 
enire  elles  comme  les  carrés  des  dimensions  homologues. 

Problème  IX. 

283.  C(nistrnire  an  carré  éijal  à  la  sonune  ou,  à  la  différence  de 
den.r  carrés  d(ninés  a-  el  b'. 


immc  deux  cawh 

est  applicable  au 

recte  eu  disposant 

a 


)lénuso  AB,  puis 
coinine  les  carrés 


oniu:  a-  dtntti  utt 
CM  et  CN  égales 


tre  on  décrit  une 
MN ,  puis  OM  et 
I  mène  AX  paral- 
ndé. 


l'oblème  général  ; 
lée,  et  qui  soit  à 
semblables  sont 
çues. 


la  iliffcrcncc  de 
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'■arn^  donnés;  car  ,..  =  „.  +  /'=    '°  "'^'  '^^  ''^''<^  <'gal  à  la  somme  des 

-"  *'"  ^"n«t''uil  "n  triangle  rèctan-le  avin. 

■""'  ''J^"'  "  pour  hypoténuse.  ,.( 


''pour  l'un  des  rôfés  rlo  l'nn.i     ^     • 


•287.  P 


Profcl 


ème  X. 


déle) 


''»'  >">,'  paralINe  à  Vu,,  des 


soil    dn 


miner    un 


trianqlc  do 


ItS     H})     )' 


')Uli 


'loiiveau   Ifi 
'i'I'orl    (/n 


II» 
inié 


(jlc 
avec 


C'Urs  rriu,    Il 


■i'nn/le  AliC 


ou  T 


d 


"PPosons   ,,ue  le  (riancjle 


'nive   rire 


.   -  parli 
>   pai"    exemple     les  2 


''■''•••iigle  donnf! 
2'-  de    \r     ,.         •        '     '"^  "'  Pi'is  nu\ 

i^f-.  e.  l'on  ;„•,>„„  î;;i"i-,»,™;;;.''a™ 

i._AI'-  ou  AË' 


An 


Ai) 
Ac- 


n"»  270.  '>■> 


Scolie,  Si  l'on  d 


nicre 


lemandnit  de 


i<h viser  I.   (riai.glc  en   t 


"■^-  parallèles  à  la  bas 


'■o'iime  (rois  nombres 
première  consfruclion 


rois 


mené 


quelconques. 


""  "»  '/;.  du  trian.de  total 


pour  avoir  un  Irian-rl 


Pf''(;-es  qui  fussent  enlreel," 
■         ''«/exemple,  on  ferait 


■•i,7 


'c  ma- 


lles 


puis  une  second 


'm  partiel  éM] 


ffal  aux 


eonslruclion.  ind 


une 


epen- 


v% 


•'■•  ■^9^.\iîï'«i 


yJI^M 

IHHt"'  '''  '  ' 

S 

IM^v  '] 

i  iMieBi 

MWScljl  "^  '    ; . 

^''^n 

mSKÉ^yi  '' 

B'^Bi 

iinl^mrlt^  jjp^    r 

'  Wi'SiV: 

BHHR^'^t'  H. 

'wM 

^Kj J'  ''- 

l'jÊÊ 

nUiOl  'i 

fuMni 

i^^H-   ^ti  k 

1^ 

H|*f  ;' 

iU 


F.LKMENTS   DE   GKOMÉTRIE 


fiante  de  la  première,  pour  obtenir  un  triangle  partiel  égal  aux  «/,-  du 
triangle  donné.  '  '^ 

Problème  XI. 

288.  Exprimer  l'aire  d'un  triamjle  en  fonction  des  trois  câtrs ,  a, 
b,  c. 


j„  j 


osons 
on"  ri 
môme 


a  -f-  /) 


Si  l'on"  retranche  2c,,  il  vient    ((-+-/*  —  (•  =  2;) 


■  9r  =  0 


De 
Et 


2\  On  a  la  relation  fn'"216) 


De  là  on  tire    n  = 


(V-  -h  c 


=  2{p-r) 
a  —  l>-+-c  =  2  ip  —  l)) 
—  it-^l>-^-c  =  2  {p  —  a) 
h'  =  a"  +  c'  —  2  an 
{ a"  -h  r-  —  6»  1  » 


On  a  aussi     h'  =  c-  —  ; 


■Vl-C' 


et     n-=  ---- — 

—  (a--hc-  —  II-]' 
ka' 


>  L'aire  du  triangle  a  pour  expression...  S  =  1 '.i  ah, 
d'où    2S  =  «/(,     .'iS-"=((Vr--,     et  \iJ6- ==  ha-lv- . 

Si  l'on  remplace  /*=  par  l'expression  trouvée  plus  haut,  il  vient 


16S-=(2((r)  =  — ((/=-t-r^  — /;=)'^ 
=  (  2ac  -H  rt=  -f-  L-=  —  Ir-  ](2ac  — 


a"  — 1'=  ■ 


=  [(a-hey-lp][h-{a-r]'] 


Ir^] 


{a  -h  c  -h  l)]  [a  -h  C  —  I))  [h -h a  —  c)  {!)  —  a  -h-  ( 


■ip.  -(/ 


{p-h).2{o-r].2[v- 


/'-", 


Divisons  par  10  de  part  et  d'autre,  il  vient  : 

S--^  =;;  [p  —  a  ]  [p  —  l>yjj,  —  0  )  ;    d'où  S  =  s//;  [p  —  a~[p  —  l))  [p  —  c) 

Los  diverses  transformations  qui  viennent  de  se  présenter  sont  des 
applications  faites  à  propos,  des  formules  relatives  au  carré  d'une 
somme  ou  d'une  dill'érence,  et  au  |)rudiiit  de  la  somme  de  deux  (|uan- 
liti's  i)ar  leur  dill'érence  (211  ). 


Scolie.  1"  Si  le  triangle  e;-t  équilaléral,  on  a  2p=:'3(t ,  d'où   /< 


ot( 


■■} 


-h  = 


p 


3t    Sr: 


-\/^{d'-\f- 


î(«  ^    a- 


k; 


/.  V 


2°  L'aire  de  rhexno-nne  récrul 


ier  en  fonction  du  côté  a  est 
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EXERCICES  SUR  LE  LIVRE  IV 

Théorèmes  à  démontrer, 

EvaluaUon   des  surfaces     -   1    T'ii./,  v 

arcs  „uutip„.e  Par  irâm:!,x.r';e:'';;r '''"  '""''  ^'^  ''""'•—  'ï-^  -^ou. 

".  Toute .irolto  nioMcc  ,1'nne  l.a  éV  '•  n    "  j"     .      '''  '^"  '*^'f^'"Slo. 
-•once  cic  .le,,.,  u-ia,,?!"].     "  '  ""  ""  "'"''^'^^  ^'"  '^'  co„.sIdé,-a„t  co„,„,e  la  diffé- 

point  £';;:;;;^,!;rïï?,n::S;;^:;,S;'''''''-  «^^  -^-^  "•-  tn.p..e  pa.e  a„ 

Rela.ions  entre   le,  surflcel  *!!!'',  !"';"*^'^'«  '"l"ivalcM,ts. 

les  .somn,cn,s.  Démo„tre.-  que  l'on  a  :  îl'^+  25  ^,  OP  ^  ^      '  ''°'  '  ''""^""'  '''' 

tan^ie'V  '•eLîu'";;;,:^^;::'^;^— ^^  'T;'"'^  '^"^«  "•-."  t,.ia„.,e  ,-00. 
o.vtc..-ieu,;.s  des  car,vs  est  équlva  .t  a,,'  ,  -,  ,L  HT  7  ^"""'""'  '''  •^°"'»^'-'^« 
.es  ca.',Y.s  des  côtés  do  rhosamue  o  t,  n  ,  T ''''^''' ''''"'"^'^î  ^^  la  .o,,,,,,o 
tl'éMuse.  «exagoiie  obtenu  égale  huit  foi.s  le  caiTÔ  do  l'hypo- 

le.  Lunules  Wlflppocratc.  ~  si    sur  l.s  Hv,i      •.•      ,. 
Pi-1.-;  enuime  dlamôtros    ou  d.V.'it  h.'  7    fV'""*  f<>tes  d'un   ti-iaugle  i-ectaiifrie 

^in-faeo  du  t.'iauRle  reetaugle  '^""i-clreoufe.-euccs  est  6iuivaleuto  à  la 

;l™-lt  deux  <len.i.cl,eo,,fé,x,,,,;;"  ,V'i"';,^.^f,  ^"■^""  "^  ''^  cl,confé,-eneo,  et  on 
1^;  ciemi-ccrele  Ali  di.uln,,.;  ,,,  de,,  !ce,t-  es  Ir  rt'r«  "  "?"""'^'-  I^'"»"""-"-  'l"o 
ayant  CM  j,,,,,,-  uiamétie  ^  ^^  ^^ '  '^^Saic  la  surface  du  cerclo 


•.v-,'*.ViS(S 


:m.m 


H6 


KLICMENTS   DE   GKOMÉTRIE 


rn  doux  parties  c,nl  sont  dans  le  rapiK.rt  de  1  h  2.  Démontrer  que  si  le  ,K,i,„  r 
divisait  le  diamètre  en  moyenne  et  extrême  ral.son,  le  cerele  primitif  scr',, 
même  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  l""nuir  sei.ilt  !nl. 

19.  La  proJ,.ctlon  d'une  droite  sur  „n  axe  égale  la  longueur  absolue  de  cette 
droite   mnltiplee  par  le  eoslnus  do  l'angle  que  fait  eette  droite  avee    'u! 

et  1  ^mJd;;^:;;;:;  :s.S"^  '"  "'"""^  ""  '""''''  '-  ""-^  ''''■-  "-'--"- 

'-'l.naus  un  triangle  rectangle,  V^  un  côté  quelcon(|ue  de  l'angle  droit  éi7.le 
1  hypoténuse    multipliée  par  le  sinus  de  l'angle  aigu  adjacent-  2      „c,,    , n  , 
conque  de  l'angle  droit  égale  l'autre  côté  nuUti.dlé  par  Ta   .Ingeu     de   •  ,S 
opposé,  ou  par  la  cotangente  de  l'angle  aigu  '■'"gtna  de  1  angle 

côtS'rîîiîos,""  "'"'"'"  '"""^°"""^''  ■'■^  ^'""^  "^«  -'^"3^  -"t  outre  eux  connue  les 

-iS    Le  carré  d'un   côté  quelconque  d'un   triangle  égale  la  somme  des  cnrré 
des  ceux  autre,  côtés  n,oins  deux  fois  le  produit  de  ces^leux  côt  ™  et  du  co  i 
de  1  angle  qu  Ils  comprennent.  lomuus 

24.  Dans  un  triangle,  la  somme  de  deux  côtés  quelconques  est  k  leur  diff,'. 
rence  comme  la  tangente  de  la  denu-sonnne  des  angles  opposés  Vces  t  s  ît 
a  la  tang.Mite  de  la  demi-dlfference  de  ces  mêmes  an-les 

2.5.  Théorème  do  Vangnon.  -  Si  l'on  considère  deux  côtés  consécutifs  AB  et  \n 
d  un  parallélogramme,  la  diagonale  comprise  AC,  et  nu  point  quZ  quf 0  n'  i 
dans  le  plan  du  parallélogramme ,  le  produit  de  la  diagonale  p  iT,  „?■    ■ 

point  0,  égale  la  soran.e  d,.s  produits  des  deux  côtés  AB  et  AD   pa     1  e    •    ,i 
tances  respectives  à  ce  même  point  O.  ^  '' 

^<Zrct:x^.T^t:t;ti^:::.T'''  ^^"^  ^'^  ^-"-^-^  -"'""^^  ^>-  "■ 

co,"ne^;;;;  pStrer*^'""'""  ^'"''""'■"^  '  ""  '"^'"'^  '^'^^'^  ^"»'  -'-  eux 


Problèmes. 


i;'^ 


!if 


1  Quel  côté  faut-il  donner  h  une  tal.lc  carrée  pour  que  sa  surface  soit  é«ale 
à  celle  d'une  autre  table  qui  a  2'"2.'i,  sur  0"'80' 

2.  Les  deux  dimensions  d'un  champ  rectangulaire  sont  entre  elles  comme  les 
nombres      et  5,  et  la  surface  est  de  4  ares  225.  Quelle  sont  c  s  d  i    „  ?    "" 

..Construire  un  rectangle  tel  que  la  différence  entre  la  ba.e  et  la  là,  ,ëur,oi, 
do  1  mètre ,  et  la  surface  de  1  mètr(>  carré.  Hauteur  soii 

ott;  V'",?  '^'"1'  •?"•"-'  ''*  ''"  '^*  "''■"•''^  '^■■"•'■'■^:  '■'  "■'»»tenr  est  de  .S  mètres 
deux  tS'"'  ^"'"'  ""  '"'"""  '""'  '''"^""^'"^^  '^  2  '"'■''-•  QUOI'-  sonï"; 

5.  Calculer  l'aire  d'un  hexagone  régulier  de  1  mèlredecôté. 

fi.  Quel  coté  faut-il  donner  à  un  bassin  hexag.mal  régulier  pour  que  .«  «ur 
face  soit  de  100  mètres  cari-és?  '      .asm- 

l'  n,'!!i""?','''*AT"r'"''''''  """■'*  ''•""  ""  ''''•■^"'  ''o  I  mètre  carré  de  surface 
12i^;t"l'7i;n;°,:l:'"  *"■'■'"'  ^'•'""^"■""•o  dont  les  côtés  «ut  respectivement 

10    Ktaut  donné  un  cercle  de  i    mètre  de  rayon,  quel  nouveau  rayon  fiut  ii 
pm,dre  pour  que   la  circonférence  décrite  du  ménie  centre  d    i.4  'le  p  !    i 
cercle  en  deux  partieséqulvalentes?Quel  rayon  fa,ulralt-il  prendre  si'  nvô  Kl 
que  ce  premier  cercle  fût  divisé  en  moyer.ne  et  extrême  raison? 

carnés?'"  '''  "  ''''^■°"  '^'""  ''''""'■  '^"  ""'  ''  ^''  ■''"•^=»'-'o  o.^t  de  IS  ce.itimètres 

12    L'aire  d'un  secteur  est  de  12  mètres  carrés,  et  le  rayon  de  4n,6o   On  de 
mande  le  nombre  de  degrés  de  l'arc.  ".>on  ae  4  bu.  un  de- 


cntiTcux  conimelcs 


i  surface  soit  égaie 


pour    que  sa  siir- 


1  do  4"i60.  On  (le- 
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18.  Deux  cprclos  comv„tri(,„es  ,1  J         "  "'^  ^•"■'•"Mf.'.r,.Mcp  ? 

0"  v,.„t  transformer  ce  ZuZ  ^""-  ""  "«^««'"e  ">i  secteur  de  ro   i      . 

c^^iu.  carrés  ^tinS^riL^u'lir  "  ^  '"^'^-  ^  ^^'^-  Ca.cn.er  ,e 
24.  Le  côté  d'un  hexajrone  rlUiw  'V,    ';"'''''/'^'"  " '«"• 'Hffér^nce 

='"':c  hexagone  ré^ulier'^^lont    -a  .'lou  ^^"^■'  •^"'^v  fe  J,  t.  a'nn 

-0.  L'a  re  d'„n  terrain  reetangnla,  ^  e,  ^,^  5     ''  '":  '  ■"«■  ""  P-'ender? 

4  l^'tn-ii'^"'""^  ^""^  "''^  .li.nensio,'f?        '  ""^  ''' '  "'  ->'  I'--""otre  est 
ln^.y;.  Q"o.;e;^:;t^S^s;:;,; V"'"  '^  ^^  "'^''-  -"^  "-  -  'ongneur  .n'en 

2S.  Sur  un  des  côtés  d'un  an<MP   „'  '^'''■'^''■'  ''"tiei-  ? 

;  eent,„.ètre  ,.,„  ro„  ...e,';  p":,;  .^,.     f  ^  l2:  °"  ';;'"^-  "-  >-^---  OU  de 

^rsr;id=;Xd^ 

32.  Construire  un  car,.'  non    ,         1  "*  ''''  "'"'^  Vautours, 
la  diagonale.  '""'  -"""'-'"  la  son.n.c  ou  la  dlfféreuc  du  côté  et  de 

3".  ]'ar  uu  point  donné  dans  un  nwHn 
-n-spo„<,a,H  ,  rare  -us-ten,,u  s"  iU^Cdu' c^ë,':,"'''''''.  '''''  '""^  '«  «<=«*-• 

34.  Construire  un  triangle    eonn-iis   ,nf    '"  ''"^'^  '""'''■•  ' 

35.  Inscrire  un  carré  dans  un    w t^,'     .''1  ""^'^^"^  ^^a  surface. 
■«.  Le  côté  d'un  trl-nw^  -,  .     ^'""'""""''•al. 

f-;-i"  carré  inscrit  danfceZ^^'''  "^  ""  ^^I"'"-  ->  fonction  de  .  ,a  sur- 

•2  m^t.::  B^'iSu;;::sr:;:::;:::j!;';^"f  r-  '^"'-^  ^  «^  «  <"-«-  ^e 

-^.  cttel,s„„e  iaso„,nu.  des  ::^t^lS''l\''^'  ''  *-^«"t-nt 
•>■'''.  Calculer  l'aire  d'un  t...,,,;.,         ,         ceicles  .soit  de  •.>32m=jo 
3».  La  .n^nuledia^ni.    ;.',*:'"  f"""'"»  'U'.^  r,uatre  côtés 

-'  ;;ot.^  On  deumnde  l'aire  du  losa^f  "  '""'  '''  '«  V^'^^^  diagonale  est  égale 


Quatre  coin 


Ktant  donné  uu  carton 
pour  obtenir  un 


cari 


'il.  Quel  est  le  côié  d 


un  oc 


'm  mètre 
octogone  régulier 
•togoiie  régidier  d 


fie  côté,  fiuc  faut-il  cm 


c^cr  aux 


'-ri: 

'■'fi-ruf'   ï 

■Jit'W 


lin  mètre  carré  do  surface  ? 


■'l|'fe'r>y.-'-' 
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42.  Les  trois  r6tës  il'nntrlanelo  sont  donnes  :  a  —  2(.">,  ?(  =  n">,  c  •—  12m 
Calculer  l'aire  d'un  triangle  (|nl  aurait  pour  côtés  les  trois  hant'curs  de  ce 
triangle,  ou  les  trois  médianes,  ou  les  trois  bissectrices,  ou  les  trois  distances 
des  côtés  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

43.  Exprimer  en  fonction  du  côtoies  aires  des  polygones  réguliers  de  6  12  8 
10,  r>  et  l.">  côtés.  '     '   ' 

H  44.  Kxi)rlnier  en  fonction  du  rayon  les  aires  des  polygones  réguliers  de  6    12 

"i;  8,  10,  5  et  15  côtés.  .6  ,     *, 

:  J.  41.  Ulvl.wr  en  parties  équivalentes  on  dans  un  rapport  donné  :  lo  un  triangle 

Û  P'""  "^'■^  «Iroltes  partant  du  .sonunet;  —  2»  un  parallélogramme  par  des  parallèles 

jlj;  an.\-  côtés;  —  ini  traiiézo  par  des  droites  joignant  les  deux  bases. 

î'^  •  '"'•  I''""  des  parallèles  b.  l'un  des  côtés  d'un  triangle  ,  diviser  ce  triangle  en  trois 

parties  (jul  soient  entre  elles  connne  les  nombres  2,3,7. 

47.  Aux  bases  d'un  trapèze,  mener  une  i)arallèle  qui  divise  ce  trapèze  dans  im 
rap.'ort  donné. 

48.  Par  un  point  donné  sur  le  périmètre  d'un  triangle,  mener  une  droite  nul 
divise  ce  triangle  en  deux  jiartles  équivalentes. 

4!>.  Diviser  un  triangle  en  trois  parties  équivalentes  par  des  droites  partant  de 
deux  i)olnts  <lonnés  sur  le  périmètre. 

r.O.  nivlse»  un  quadrilatère  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite  par- 
tant d'ini  point  donné  sur  le  iiérimètre. 

Si.  Diviser  un  polygone  quelcon(|ue  en  deux  parties  équivalentes,  on  dans 
un  rapport  donné,  pur  une  droite  partant  d'un  poin*  donné  sur  le  périmètre. 

r>2.  D'un  point  P  donné  dans  une  figure  quelcon(inc,  mener  des  droites  qui 
divisent  cette  figure  en  deux  parties  winlvalentes  ,  ou  eu  deux  parties  qui  soient 
dans  un  rai)port  donné. 

53.  D'un  point  P  donné  dans  une  figure  quelconque,  mener  des  droites  qui 
divLsent  cette  figure  en  3,  4,  S....  parties  équivalentes,  ou  en  parties  qui  soient 
dans  un  rapport  donné. 

54.  Diviser  nu  triangle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  droite  perpen- 
diculaire h,  la  base. 

.15.  Diviser  un  trapèze  donné  en  trois  parties  équivalentes  par  des  droites 
parallèles  ù  l'un  des  côtés  non  parallèles. 

56.  Ktant  donné  un  point  dans  l'ouverture  d'un  angle  aigu ,  construire  un 
triangle  ayant  l'un  des  .sommets  au  point  donné,  et  les  deux  antres  sommets 
sur  les  deux  côtés  de  l'angle,  de  manière  que  le  iiérlmôtre  du  triangle  soit 
niinlnnim. 

57.  On  prolonge  deux  côtés  d'un  triangle  donné  au-dessous  de  la  base ,  de 
manière  que  la  somme  des  prolongements  soit  égale  à  cette  base.  Dans  quel 
cas  la  droite  qui  Joindra  les  extrémités  du  prolongement  sera- 1- elle  un  mi- 
nimum ? 

68.  Ktant  donné  un  triangle,  trouver  sur  l'un  des  côtés  le  point  pour  lequel 
la  somme  des  distances  aux  deux  autres  côtés  est  un  minimum. 

89.  SI  un  point  M  se  meut  sur  le  diamètre  d'un  cercle,  les  deux  .segments  qu'il 
détermine  font  une  somme  constante  ;  mais  le  produit  de  ces  deux  segments  varie. 
Quand  est-ce  que  ce  produit  sera  maxlmmn? 

60.  SI  une  corde  MN  tourne  autour  d'un  point  fixe  0,  la  longueur  de  cette 
corde  varie,  mais  le  produit  des  deux  .segments  OM  et  ON  est  constant.  Quand 
est-ce  que  cette  corde  mobile  est  au  maximum  de  sa  longueur  ?  Quand  est-elle 
au  minimum? 

fil.  Démontrer  que  toute  figure  non  convexe  peut  fitre  transformée  en  une 
autre  Lsopériraètrc  et  de  furfuee  plus  grande. 

62.  De  tous  les  rectangles  laopérlmètres,  quel  est  le  plus  grand  ? 

63.  De  tous  les  rectangles  équivalents,  quel  est  celui  qui  a  le  plus  petit  péri- 
mètre? 


"H^:^ 


■'■«r.. 


LIVRE  IV.  —  SURFACES 


119 


petltp,;.iln,6tn.y  ^        ""^""^  "nrlncc,  q„el  est  celui  qui  a  le  pins 

polygone  n^gnlier  l,s..u,5H,„,',f,,,        ^"""""'  'l»'-'  '^  cercle  est  plus  grand  que  tout 

-S;ÏÏ.':tS-;n^fî-;---;;-      "•-  ■-...  ,„.g.  ,„ 

^  vi^;:':;;:;;:;î'S:;;;a;ï;  ''^'^"  "^-^  ^•^^'^^  «"-^^  ^t  „n  troi...e  pr. 

-:  î.r:î'i?;,;;r;;^^'S-;- --Hangle  .,.,at.ral  .a...n... 
opposé  à  cette  base?  t'Iangle..  ,,ul  ont  môme  base  et  même  angle 

une  antrëï;;:,^  r„S""  '^^""^''^'^'^  ^  "^  ««"-  «^"-^0  ,  et  équivalente  à 

7:1.  Étant  donnés  le  rayon  r  d'un  rcrrle    rt  i,>  n-f  ■       .. 
>i  fotés,  exprimer  l'aire  de  ce  ik  lyln,     ..i.u       T    7  "  ""  •^"'yK""<'  ■'«^S-'Hûr  de 
rfc  2n  côtés.  Appliquer  lesforuÏÏes  au^/s  ïe  ,1  =  6       '"'"'""'  ''^^""^■'•'"•^'^'•11 

conir^  ■!' u;;':,s;:;::n;  i  i:^r  s  ;^  ,::.:'if  ^r .  -^^  '^r^^^^  ^^^"-er  ci.-- 

rtn  dodécagone  régulier  circonscrit  au  ,n6n       ercle    '  '    "  '"'''''''''  ''  '"  '"''''' 

75.  l.tant  données  les  aires  „  ot  P  ,io  L.         , 

l'un  inscrit  et  l'autre   elreonsn-irà  un  Smn'n^T''  •"'«""'"  ^'^'"'''«bles, 

'loux  l.ol.vgoues  n.guliers  Inscrit  et    IrZ -^       r  '   ''^"'"'""■'"  "^'  '"'''^^  ^"-^^ 

76.  Appliquer  au  calcul  .1,   m,,,,  ,'  ^  '^  ""  ""'"''"'  "'"'l'"'  ""  '■"tés. 
partant  des  carrés  1ns  rit       c  .'    '     .ftf  J''™^";'"  '"■""'■'"^  ^'•''''''-''  ^« 

77.  Étant  donnés  l'apothème'   e   1       V         p"'""  "°  '  ™^'"«  '"^  ■■■''J-"»- 
exprimer  l'apothén.e  a'  et       ra yo.  /  d.  Ih-f '"  '"'''■';':'"  '•'^^"""-  '"-"^"nque  - 
nombre  double  <le  c6tés.  P"bgone  régulier  équivalent,  qui  a  un 

pai^^r'S':;.^'':::';'  t^::T:,T  '"""^^^  ""  ^^^'^•^■-^  '-^«^"-t.  en 


'<T  '•i'-'ài*--:»I 


ansforniéc  en  une 


'r:mm':n 


p}*^. 


$■>' 
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Sun  Uùs  DuoiTKs  i:r  i.ks  i'i,a\s 


^^^Bu^imH^^ 

:33,  '^ 

^B^^^^ByttiffhiffWfTn^r** 

>i')    '-' 

^^^^^^^m^^HH^'<j 

'      -i 

^^^^^^^^Mîn9^£î' 

^^.  A 

^^^H^^Ssi^fê 

'm'-t 

^^^^^^HRjuCi^^wRnHb 

1 12"™    v*!* 

^^p^K 

;'i'^  ''i: 

B^^^Kffljffimfyi 

!s.:    "'•! 

^^^^HV^I^mi'^' 

=';v4 

^^^B^ctJMJem'é!-: 

■*;.s:  ,; 

^^^^^^^HuÉ 

•^i;i3.; 

WÊÊÊlÊÊÊB^ÊtVÊttÊÉIÊÊfM'SÊÊ!' 

';»i5  '.• 

^^^^^^^^^^ÊI^BWti 

■  :-  ■}< ,  •: 

^^^^^^MW 

"!'       . 

Hh1|'^P$' 

^'A^ 

^^^^P^,'|mff'.;  if! 

■  -,  ■     ^  •  . 

^^^^^^^'^.4' 

'i  j'y' 

8  I.  -  DROITES  ET  PLANS  PERPENDICULAIRES 

2S11.  Axiome.  On  poul  concevoir  une  infinih^  do  plans  nas«,ml  mr 

'  I"""   ^'""né  ,lan.  res,.,,ce,  o„  par  .l.ux  poi.ls,  o,  ."a,.*^^^  e  ,mii:  • 

une^ porto  c,u.  tourne  sur  ses  gon.ls  p.ut  oicuper'unc  inliS  d'i!;: 

Proposition  I.  —  Théorème. 

rnmscur^''"'''  ''''"'"'  ''"'  '"  ''""''"'"'  ""  '"■'"  /■«'■'■'• /"'.^.-'-  «n  )>ta„, 

Soient  AB  et  CD  deux  droites  qui  se  cou- 
pent au  point  0. 

Par  la  droite  AI5,  on  conçoit  un  plan  mo- 
iMle,  pouvant  tourner  autour  de  cette  droite. 
Parmi  toutes  les  po.sitions  que  .e  plan  peut 
occuper,  il  y  en  a  une,  et  une  seule  évi- 
demment, dans  laquelle  ce  plan  passera  par 

"Ta^'rh-orlT,''''"'  ";  '^r  '";■  ^'  "^'^-""^"  '^'""^  *■"  ^''''"''^  'l"  point  «• 
La  d  oite  td     ayant  alors  deux  de  ses  points  dans  le  plan,  v  sera 

tout  enfere,  et  les  deux  droite,  déterminent  le  plan.  Donc.. 
2!1I.  Corollaire.  Pn  plan  est  déterminé  : 
I"  Par  den.r  droites  <jiii  sr  coupcnl  (  n"  21)1))  • 
2"  Par  une  droite  et  nn  point  pris  hors  ~dc  cette  droite  ■ 

î  />,'!!.'  HT  f"""%T\"'  '''.l^'-  '''■oil<-,  ou  par  un  lrian>,le; 
■i"  Par  deux  parallèles  {w"  C)2).  . 

Les  trois  derniers  cas  se  déduisent  du  premier. 


Proposition  II.  —  Théorème. 


293.  Déflni.ionB.  l'ne  dioite  est  perpendiculaire  h  un  plan  lorsau'elle 

Alors  le  plan  est  pcrpendieuhùrc  à  la  droji,. 

nla;"!.,'f  tr-itr  '^'""  .^'^""'^  "'■^"'^  quelconque  qui  ren.'onlre  ce 
pian  ^ans  lui  être  perpendiculaire. 


ans  passnnl  par 

par  une  droilc  : 
iiiliiiiti'  (lo  po- 


pnsscr  un  plan, 


U\UE    V. 


Propo.î,io„  IV.  _  Théorème, 

^  }i:'^i'^z':!::':::-s:j:r., '■'•-  ,-v-"*»w,,. 

'"  Si  Je  point  donn  :  ?'  1,       ^  "  '''"'""'  'I "'>'"' 


.  .  mie  A,v.  Caie  ,l,.„i,e  i 


erentes,  deux 


inine 
ti'uir. 


par  Je   d 
l"'rpendicula 


eu 


est 


X  droites  PB  et  PC(rrTJ 
"-■''e  à  la  droite  AA 


-  poit 
P'-iipendieulaires  |>|t  ot  PC  /, 
perpendiculaire  ai.  p|,,n  M  d^.ter- 


;  ■'•■•'"■,'■'1 

:  «>♦■ '/--Tir*-;!! 


'  If^  pi.lll   M   rsl  ,   :\ 


Wi 


ïnn 


r 


|C)0 


l!l,t!MENTS   DB   f;h!OMi:TBlF, 


Ce  plan  csl  le  seul  que  l'on  puisse  mener  pcrpendiciilairenienl  à  A.\' 
par  le  point  1>;  car  si  l'on  en  supposail  un  scrond  KG  (2"  figun»),  ou 


A' 

mènernit  pnr  AA'  un  plan  .juelconque  AD,  dont  les  intersections  i>l! 

e    1  b  avec  les  plans  M  et  N  seraient  perpendiculaires  A  AA',  ce  qui 

est  impossible  fn"  -22).  ' 

2o  Supi.osons  que  le  point  soit  donné  hors  de  la  droite,  et  soit  B  rv 

point  (1-  figure).  Menons  I5P  perpendiculaire  à  AA',  puis  dans  un. 

autre  direction,  leenons  PC.  perpendi- 
culaire à  AA'.  Le.  pl;,n  M  détermina' 
piir  les  deux  droites  PI5  et  PC  est  per- 
pendiculaire à  la  droite  AA',  puis(pii' 
celle  droite  csl  perpendiculaire  aux 
deu.\  droites  PB  et  PC  menées  par  son 
pied  dans  ce  plan  (n"'  293  el  2!)'»). 

Ce  phui  est  le  seul  que  l'on  puisse 
mener  perpendiculairement  à  AA'  pnr 
le  point  H;  car  si  l'on  en  supposait  un 
second  HN  ,  on  pourrai!  mener  par  AA' 
un  plan  quelconque  Al),  dont  les  in- 
tersections HP  et  BII  avec  les  plans  M 
et  N  seraient  perpendiculaires  à  AA', 

ce  qui  est  impossible  (n" .")()].  Donc... 

Proposition  V.  —  Théorème. 

296.  Les  perpmdicnlaircs  mrnrrs  dans  Ioks  1rs  sens  en  vn  înc'w 
poi7it  d'une  droite  donnée^  sont  dans  un  même  plan  pevpendicuhiin' 
à  eette  droite. 

Soit  MN  un  jilan  mené  jiar  le  point  P  perpendiculairement  à  la 
droite  AA'. 

Si  l'on  supposait  qu'une  droite  PC.  menée  par  le  point  P  perpendi- 
culairement a  AA',  fût  en  deliors  du  plan  MN,  on  mènerait,  par  les 
•Iroiles  AA'  et  PC,  le  plan  AD  ,  dont  rinterseclion  avec  MN  serait  une 
droite  PB  différente  de  PC. 


ilinilnii'omonl  à  A.\' 
I  Ml  (2«  figiiiv),  011 


mrrr 

1! 

m- 

i 

'  i; 
iii 

i£f3i 

os  intcrseclions  I*|! 
aires  ."i  A.\',  ce  qui 

cirnite,  et  ?oit  B  eo 
AA',  puis  dans  uni' 
•iinns  PC.  porpendi- 

piîm  M  délermini' 
sPM  et  PC  est  per- 
li'oile  AA',  pui?{pii' 
erpcndiculaire  aux 
PC.  menées  par  snn 
n"»  293  et  2U'.). 
ïul  que  l'on  puisse 
lireinent  à  AA'  p;n' 
nn  en  supposait  un 
•rait  mener  par  AA' 
e  AI),  dont  les  in- 
H  avec  les  plan?,  M 
ndiculaires  à  AA', 


!  sens  en  ioî  mcmi' 
m  pcrpoidiciihiiri' 

diculairemcnt  à  la 

I  point  P  perpendi- 
1  mènerait,  par  les 
Fivec  MN  serait  une 


MVIIK    V.    —   GÉ.Nl-ilULITKS   Stn   LFS    nROiTcc    „^   . 

Li.h   DROITES    FÎT   r  rïS   l'iANS      I^S 
P''rpendiculairc  nu  plan  M\    r„«i  .,,,       .  ,     , 

^'--0  Plan,  n ,  „„.H  ,rnc,  sl^  u:i;;::;;,:;i;i:îj:'; -^^ 


v^ 


.\p 


diculaires  PB  e(  PC  en  un  ..  •  •      ^ 

iTipossible.  Donc...  ""'"'  ''"'"'  ^  '"''  ''^  ^roUe  AA' 


'■'  qui  est 


milieu 
(fps  deux 


Proposition  VI.  -  Théorème. 


I. 


A' 


'-^»iS'SH-^^^^       

l'""n'aô(redonnésurlepan,'enP 

l'a|  exemple,  ou  hors  du  pian.'^A. 

1°  Prenons  un  plan  auxiliain,.  M', 

a^^  e  .•;■"::  ""r""  ^^'^^'  l'^n-endicu- 
la""a  ce  plan,  et  (ransporions  le 
plan  M'  sur  l(>  dIii,  m  r 

;^'0deA'Ppa..e  parle pohuSnli^ 
,  n  Tv         "^'"''^  -^''"  t''«"sportéè 


'^t^£^:^i^z  t:^.  s,^:,  «-•  pe,,c„*„- 


}»?. 


^tû 


*1  '. 


:^^f^îir'' 


ro^î 


,,;ij 


I  ■'.J(:, ■:.»:'    ■■ 
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Propoiition  VII.  —  Théorème. 


2".K1.  Si  il'ini  iKiin'  firis  Imrs  il'ini  jil^ni,  mi  inrnr  <)  rc  pi, ni  >inr 
lirriiriiilliiiliilrr  rt  l' iff'i'n'iilrs  nhliiiurs  : 

1"  l.n  iirri>rnilii'iiliiiri'  es/  plus  caïu'lr  ijiu-  Imilr  nliliiiiic; 
2"  Di'ii.r  ithlliiiir.t  ilnnl  lis  pinh  /rrurlnil  rijiili'miuil  ilu  plnl  dr  l,i 
lii'rpoiillriilinri'  snnl  rijulrs; 

M"  f)r  ili'ii.i;  nhliiiiirs,  lu  plus  lnnijiif  rsl  rcllr  il, ml  Ir  pli'il  s','r,irl,-  !,• 
plus  il  II  pi, 'il  il,'  II,  prriii-,iiliriil,iii;\ 

l"!5(til,  AP  une  pei'|ii'ii(liiMil;iiri',  ol. 
AH  une  olilii|iio;  Al'  |"'i|ii'iiili('u- 
Iniiv  an  |il;in  M  ,  l'esl.  aussi  à  la  (liipilr 
l'I!  inom'c  pai'  son  pied  diins  ce  plan  ; 
donc  II!  liiangli'  Af'lt  osl  rectangle 
en  P,  et  AI'  est  pins  priil  ipiu  Ali. 

2"  Snieiil  les  iihliipics  Al!  el  AC, 
l-llis  (|ue  l'on  ail  Pli  =  PC  ;  les 
triangles  reclangles  Aplt  d  Ai'C  sont  .'ganx  comme  ayant  en  P 
lin  angle  égal  cnmpris  entre  des  côtés  respectivement  égaux;  donc 

3"  Soient  deux  obliiiues  Ali  el  AD  telles  (|ue  l'on  ait  P1!<PD;  si 
l'on  prend  PC  é-al  à  Pli,  l'oLlique  AC  esl  égale  à  Ali;  mais  AC  est 
plus  petit  que  AU;  donc  Ali  <  AU...  Donc... 

300.  Corollaires.  1"  Si  'IniX  ohlii/ iirs  pu rM)ll  il'ii il  mriin'  pniiil  smil 
njali'K,  liuirx  jiicils  snnl  riinlnm-iil  ilistmils  ilii  pii'd  il,-  lu  prriii-iulirii. 
Iiiiir; 

2"  Si  ficii.i;  ohliiiiirs  pnrlinil  il' m,  i„rni,'  pninl  muil  inéiiiilrs ,  /<■ 
piril  (Ir  lu  pins  Iniupir  ,.,s7  /ihis  riniipi,'  ,li,  i,;,.,!  ,/,.  /„  pi-rpi-iiilini- 
liiirr; 

3"  D'un  point  à  un  plun  ,  on  prul  mrnrr  un  non\hr,-  indrfini 
d'Miqni's  èijaU's,  el  k  lira  di's  pirds  dr  ri's  ulili<iurs  rsl  unr  ciinni- 
frrcnrr  qui  a  pour  crnirr  Ir  pird  dr  lu  prrpotdicnlaivr; 

4"  Los  ohliqurs  rijales  mrnrrs  d'un  inrinr  pninl  font  drs  umilrs  rifun.r 
itvrc  la  prrprndirulairr  i/ni  pari  dr  rr  mrnir  pninl  ; 

ù"  Lu  disinnrr  d'uti  point  à  nn  plun  rsl  donnrr  pur  lu  lompiriir 
dr,  lu  prrprnd'iruluirr  uhuissrr  dr  rr  pninl  sur  Ir  plun  ; 

6"  La  plus  courir  liij„r  possihlr  d'un  point  à  un  plun  rsl  perpni- 
dicnlairr  à  rr  plun. 

Proposition  VHI,  —  Théorème  des  trois  perpendiculaires. 

301.  fiant  donnrrs  :  nnr  prrmirr-  droilr  AP  prrpendicnluirr  à  un 
plan  M,  une  seconde  droite  PU  mrnrr  dans  Ir  plan  par  Ir  pird  dr  lu 
premièrr,  ri  unr  Iroisihnr  dmilr  OU  mrnrr  duns  Ir  plun  prrprmli- 
rnlitlrrnnmt  à  lasrrondr: 

Si  l'on  joint  un  point  qwlronqur  dr  la  prrniirrr  llgnr  un  point  ,lr 
rencontre  dci  deux  autres,  la  droite  AJi  nin^i  m-^nrr  rsl  prrprmliri:. 
faire  à  la  troisième  liijne  donnée  CD  *. 

f  Rn  .«tipprimant  les  lettre.' ,  on  mira  nn  énoncé  général  qu'il  est  bon  do  retenir. 


,v'.' 


('•III'  i)    ri'  filiiii   iiHr 

iihllil  iir  ; 
inrill  illl   filnl  ilr   In 

il  II'  jiii'il  s'i'riirli'  II' 

pCI'|M'n(liriil,ijl'i',  ol 
;;  Al*  |ici|ii'nili('u- 
'esl  aussi  à  la  didilt; 
I  pird  (l.ins  Cl'  plan  ; 
A  Cil  l'st  reclaiiglu 
1ns  prlil  (|iio  Ali. 
•  iilii|ucs  Al!  el  m: 
iiit  l'l!  =  I'C  ;  les 
ommo  ayant  en  P 
ment  l'gunx  ;  dune 

111  ait  Plî<I'D;  si 
à  Alt;  mais  AC  est 

/(  llirilli'  jinlill  sniil 
l  (Ir  lu  fii'i'jii'inlii'ii. 

'  siiiil  inéijiili's ,  II' 
ili'  lu   pi'rpi'iulirii- 

i  nomlii'i'  indèfhii 
'.es  fsl  une  circnii- 
aire; 

l  ili's  iinijli'ii  l'ijini.r 

e  pur  lu  loiiijHi'iir 

'a»  ; 

i  plu  II  l'sl  pcrprii- 


rpendîculaires. 

'pciii/ii'itiuu'i'  à  un 
I  pur  II'  pii'd  de  la 
II'  pltiii  pi'rpriidi- 

ligiii'  un  piiiiil  ilf 
!'!'.  rsl  pi'rpi'iidini- 

l'il  est  bon  do  retenir. 


,:'',;,:',t;;:"'' ''■"'■^"^ 

,.|    im         ,*'  '  "'  ''S  ni)  i(iiies  l'C 

'"''•^ '''■'''''•'' "'''•montrer  rw!/-''' 


«  "•  -  '^«^''l-'^S  Kl  PLANS  PAMALL/^LES 

'"•;«^"s  .ndr/inim,.,,!,  ils  ne    ,,  ,      '      '  '""^  '""■""'■'' 

"'•»■'■  p/u„,  soni  ,,„.,//'""  ""^  '•'^"<;">ilre,.. 
I''--Ueroneom,!:;:     ''"''•'■^''"«••''■"'''•'K.^sin.,, ,.,.,    „^  ,,,, 

^'''— ^^^^^^^ 

P'  'position   IX. 

■'"'^■^'"''""  l><'l»ldn>nii:,/„,„p,.^ 

::;;:cn;;;;;;;:"; ^ '"-- 

>>"ri,u-uJ!        '"""""'"■'"'■" 

^."'t  A   Je  point  .Jonnr,  et  lu    i. 


m 


'''   '"l'HlJllo,  prn. 

I"«.  l""'""K'=>'indénniM„.n(,ilHne 


'position   IX.  —  ThA»    - 


ili 


;!;ïr;;;;?' ;■■'''"■■ '^'■^;^^^^:  -Jiil 
"";■"»£'. 't;;':";,';^:i°:»'"';v  -^''^" 

•        °"  ""  I"""  ™  "Kno,.  ,,„-„„e.  0, 

Proposition  X.  ti.a     a 

■!()',    y    ,  'neorème. 

li^f'T^  ";-!-:*'■■"• '""''■' ' '■ * 

^nicni  les  parallèles  \|{  ,.(  rn      .      . 

plan  M.  ""   ''°"'   '■''"''°»l' 

I_^;^i;.'ès  la  définition  des  liene 


mené 


,°  K.'","  .I""»   ■■™cn„|,,.,  |« 


•S  la  droi! 


CD 


m 


>  f^''  <]ni  est  im- 


'^-  CoroIIai 


''""•  iinr 


"r  Kii 


m  fini  lé  ti,,  ^^f^ 


poiiil  di 


'<"••»•  jiara/hd, 


>'»'•  dans  l 


'■spur 


'■«  '«  '<«e  droili;  di 


'y  on 
onnrr 


pcnt 


cu)ici'- 


'^ 


'iS: 


6  }-ll."'r:  " 
f'''.<M'*^if";>| 

6»;  . 


*-Sî' 


î:;-M^^ 


i-'  .'.>; 


«ftfâa 


;^ 


126 


ELEMENTS   DE   OÉOMÉTIIIE 


h 

I 

|: 
|: 

'',K' 
■.•Ci 

■\: 

I 

'trîs  ."lii 
'jdf  T;r.;i 

vil 


1 
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Proposition  XI.  —  Théorème. 

306.  Si  une  droite  et  un  plan  sont  parallHes,  tout  autre  plan  mené 
par  la  droite  coupera  le  premier  plan  siivant  une  paraUHe  à  la  droite 
donnée.        (Figure  ci-det^sus.) 

Soit  la  droite  AB  ]iarallèle  au  plan  M,  et  soit  AD  un  jilan  quel- 
conque mené  par  la  droite  et  rencontrant  le  jilan  M  suivant  CD.  Prou- 
vons que  les  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles. 

Ces  deux  droiles  AB  et  CD  sont  dans  un  môme  plan  AD;  et  la 
droite  AB  ne  ]!Ourrait  rencontrer  CD  sans  rencontrer  en  même'temp.-; 
le  plan  M  auquel  elle  est  parallèle.  Donc. 

Proposition  XII.  —  Théorème. 

307.  Si  deur  droiles  sont  par(dlèles,  tout  plan  parallèle  à  l'unn 
d'elles  est  parallèle  à  l'autre. 

Soient  les  deux  parallèles  AB  el 
CD,el  soit  M  un  plan  parallèle  à  AB. 
Il  faut  prouver  que  ce  plan  est  paral- 
lèle à  CD. 

Par  les  deux  parallèles  donnée.^, 
menons  le  plan  AF;  l'intersection  VA' 
est  parallèle  à  la  droite  AB  (n°  30i;  ; 
or,  dans  un  même  plan,  deux  droites  parallèles  à  une  troisième  sont 
parallèles  entre  elles  (n"  G7,  2");  donc  EF  est  parallèle  à  CD,  et  le 
plan  M,  ([ui  contient  la  droite  EF,  est  aussi  parallèle  à  CD  (n»  3Ui;. 
lionc... 

Proposition  XIII.  —  Théorème. 

308.  Etant  donnés  une  droite  et  un.  plan  parallèles,  si  l'on  mène 
une  parallèle  à  la  droite  par  an  point  quelconque  du  plan,  la  li(i>ic 
ainsi  tracée  sera  tout  entière  dans  le  plan. 

^  ^  Soit  la  droite  ,\B  parallèle  au  plan 

W,  et  soit   C  un   point  quelconque 
de  ce  [ilan. 

Par  la  droite  AB  et  par  le  point  G, 
menons  le  plan  ABC  ;  rinlerscction 
CD  des  deux  plans  est  parallèle  à  la 
droite  AB  (n-  3011);  or,  par  le  point 
C,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  parallèle  à  la  droite  Ali  (n»  303). 
Donc  la  droite  menée  par  le  point  C  parallèlement  à  AB  est  tout 
entière  dans  le  plan  M,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc... 

Proposition  XIV.  —  Théorème. 

309.  Toute  droite  parallèle  à  deux  phuis  qui  se  coupent ,  est  ausf:i 
parallèle  à  leur  intersection. 

Soit  la  droite  AB  parallèle  à  chacun  des  plans  M  et  N.  Il  faut  prou 
ver  que  l'intersection  CD  de  ces  deux  plans  est  parallèle  à  AB. 
Si  par  un  point  quelconque  C  pris  sur  l'intersection  des  doux  plan?. 


liiiiw 


ilMlMS 


'  ^°"e  droite  se  trouve  to.,l  cn- 


'  '■■■:  T .:■ 


-".).-.. '■■■  , 


Proposition  XV.  -  Théorème. 


celte  droite  se  con- 


^■£Lfr-:;-xr^s,,..,»..,.„.^^ 


'    )   liiM'Mlllll 


7::;///>////;!y///////^7,v, 


'Iroiles. 
Soient  les  deux  ninno  \t  „#  ivr 

i-clroite.parS    'TnJn.^l.rT'^"" 
'f^eleur  inle,.ection  EF  es    ;>anS 
'leux  droites  Alî  et  ('D  P=''^''"ele  aux 

ci.!^M;'ïeEtt'\:::^,!;?^^^"'':«-''^'-- 

'el'i  iJ  AU  (no  ;iO0).  '         "'"  ''''"'  «"'vant  une  droite  paraU 

i'our  la  même  raison  CD  est  parallèle  à  EF.  Donc... 
Proposition  XVI.  _  Théorème. 

'•  par  la  droite  Cl)  et  par  le  n.in    \ 

uj  autre  plan  AF  par  la  droi^EF''; 
p.ir  le  même  point  A.  -  ,.• 

l'Os  deux   droites   ("h  ^t    w    -, 

''^■^'■^  plans  AI)  et  AE  est  ,n,^  im    '       l^'-^''^''l'èles,  l'intersection   des 

"V^l");  niais  la  I)ite  A  T    t  dom./.'f  ""^^^^  ^'-'es  CD  et  EF 

f 'l'on  des  plans  Al)  et  AF  se  Ln       .   '"'"""'  ^  ^^' '^  ^'^''^  l'inter- 

'"■■""'  AH  eit  pandlèl^A  CD  ::t;;rl?,ri^  j"'^  f'r  ^^'^^^'  -"-  cette 

,  i-t.  qn  II  idilait  démontrer.  Donc... 


^■'k 


fiTtiiiJ' 


iiî.(^ 


mm. 
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Proposition  XVII.  —  Problème. 

ni2.  Pur  ini  ponU  i/o)nic  iivnrr  un  plan  paraltrlc  à  driix  droites 

diimircx. 

^  iiinl  P  le  point  doniK",  et  soient  AI',  el 
CD  les  deux  droites  doniK'cs;  pour  jiliis 
de  géiiéi'alil(;  supposons  que  ces  droites 
ne  se  coupent  pas. 

Par  ]<'  point  P,  on  peut  mener  les 
droites  A'H'  et  C/l)'  respectivement  pa- 
rallèles aux  droites  données  Al?  et  CD 
(u"  ;!(I3);  or  si  deux  droites  sont  paral- 
lèles, tout  plan  mené  par  l'une  d'elles 
osl  parallèle  à  l'autre  (n"  ;W);  donc  le 
plan  M\,  déterminé  par  les  droites  A'IV  et  (','[)',  est  parallèle  à  cha- 
cune des  droites  AH  et  CD... 

Proposition  XVIII.  —  Problème. 

'M'3.  Par  imr  drnilr  donnée,  mrurr 
un  plan  parallrlr  à  une  aulrc  droHi- 
do)nii'r. 

Soit  à  mener,  par  la  droite  AB,  un 
plan  parallèle  à  la  droite  CD. 

Par  un  point  quelconque  Oj-jiris  sur 
Ali,  menons  C'D'  parallèle  à  Cl)  ;  le  plan 
MN  déterminé  par  les  deux  droites  Alî 
et  CD'  est  parallèle  à  CD  (n"307)... 

Scolie.  L'iitKile  dr  dcu.r  drniirs  qui  ne  se  rencoidrenfpas  est  l'anode 
formé  i)ar  l'une  de  ces  droites,  et  une  parallèle  menée  à  l'autre  nur 
un  point  quelconque  de  la  première.  L'angle  AOC  est  l'ann-le  ([<'< 
deux  droites  AB  et  CD.  " 

Proposition  XIX.  —  Théorème. 

31 1.  Driix  phnin  pcrpmdicuhnrrs  à  une  tncmr  droilc  sont  paral- 
/è/cs. 

Soient  M  et  N  deux  plans  perpendiculaires  à  la  droite  AB. 


m 


M:..'.; 


Si  l'on  suppose  que  ces  plans  se  rencontrent,  il  y  aura,  i)ar  un 


ne. 

lltèlf  à  tIcH.v  (lr<i>lc!< 

)nni'',  et,  soient  AI'  el 

iloniiécs;  pour  plus 

isons  que  ces  droites 

on  peut  mener  les 
l'ospeclivcment  pa- 
(lonnées  AH  et  CD 
i.  droites  sont  paral- 
né  par  l'une  d'elles 
•e  (n"  ;H07];  donc  h' 
est  parallèle  à  chn- 


ne. 

i(7('   dnnnre,  nirtinr 
y  uni;   aiih-c  droili' 

•  la  droite  AB,  un 
oiteCD. 

conque  0,-])ris  sui' 
■allèle  à(;i)  ;  le  plan 
!s  deux  droites  AH 
i  (]\)  (  1^307)... 

Irenfpas  est  l'angle 
lenée  à  l'autre  p,ir 
)C.'  est  l'angle  drs 


droite  sont  paral- 
■oile  AB. 


;^û 


y  aura,  par  un 
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(n"  2'Jo).  Donc...  °''''  ■^"'  '^^  'I"'  '^st  impossible 

Proposition  XX.  -  Théorème. 

31o.  s;  deux  plans  pamllèlrs  sont 
coupes  par  un  troisième  plan,  les 
lulersecttons  sont  parallèles 

Soient  AI  et  N  ,leux  plans  paral- 
iù  os  coupes  par  un  troisième  plan  P; 
1  laut  prouver  que  les  intersections 
AB  elLI)  sont  parallèles. 

Ces^  droites  AB  et  CD  sont  dans 
"»  niemeplan  P,  et,  déplus,  elles 
appartiennent  aux  deux  plans  M  et 
^  qui  sont  donnés  parallèles,  donc 
uites  ne  peuvent  se  rencontrer 
Donc... 

Proposition  XXI.  -  Théorème. 

.oi!l%Sr  ''■"'"  ''""'"""'  ^^"'^--^  -"-  ^'^-^  plans  parallèles 

Soient  AB  et  Cl)  deux  droites  paral- 
lèles comprises  entre  les  plans  parallèles 

<:es  deux  droites  déterminent  un  plan 
AU    dont  les   intersections  AC  et  Bl) 

fi^'^Vin    T'  <'"^''''  '^'^"^  sont  parallèles 

r^ll^ii'  '^  "^"'■'^  ^^'^JJ*-'  est'donc  un         - 
Paiallelogramme,  et  l'on  a  AB  =  CD.  Donc... 

317.  scolie.  Deux  droites  quelconques  AC   et  np 
''■o»s  plavs  parallèhs  M,  ^    i>    J,.'/:,;      '^  ^^^  comprises  entre 
«rs  dans  un    nu'me    rapport    Car  /i    'n  " 
"Hne   AH  parallèle  à    DF,  ci.  a 

Aa  =  DE,  GH=EF  (n- •iiei- 
or  clans  le  tnangle  A(  II,  les  licnc    BCet 

LH  sont  parollèlesrcmneinlerseetons  des 
deux   p  ans  parallèles  N  et  P  par  m   (.S 

^lemeplanAClhonadonc 

Ai^_lî<:  AB     nr 

AC-OH'    °"    7TE=§ 

m    ,-.  '''"P""*'*'"  ™'- -  Théorème 

•5J8.  &«  deux  plans  s<int  parallM.-^    ,     ,      , 
^^^y:^l  aussi  p,rpauru'ul,  ■  ^'-'' ''""'''''  '^ 


liiulai 


>ient  M  et  N  d 


'"'f  «  l'auti 
eux  plans  parallèles- 


<-oite 


perpendieul, 


(lire  a 


'■"  ^'"  '"'*-'""■<■>'■  l'I--'"  M.  Pour  démo 


.  l't  soit  AB  une  droit 


V.v,-''.;!/;. 
;■  'CUffii  1 

■■''¥«'(»! '"^I 


ntn 


*-  perpen- 
c|ue  celte  dioile  AB  est 


"(«>' 


r:f.t 


îi>: 
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iâ?'-' 


;  fPPt^->4.  i. 


perpendiculaire  au  pian  N,  il  sufnt  de  prouver  que  AB  est  perpendi- 
culaire il  loule  droite  DF  menée  de  son  pied 
dnns  le  plan  X. 

Par  les  droites  AI5  et  DF,  menons  le  plan 
U*  ;  les  mlerseclious  CK  et  DF  sont  paral- 
lèles (n-  :iU>);  la  droite  AB,  perpendiculair,' 
au  plan  M,  Test  aussi  à  la  droite  CE  menée 
par  son  pied  dans  ce  plan,  et  j^ar  suite  à  la 
droite  l)F  parallèle  à  CE. 

...  ,  ,  '■^■'"'^'"'^'■"'sonnement  peutse  iviiéternour 
toute  autre  position  de  la  droite  DF;  donc  AB  est 'perpendiiulaire  au 
plan  N,  ce  qu  il  fallait  démontrer.  DiMic... 

Coronaire.  Les  pcrpeudicnl.urrs  comprises  mire  deux  plans  paral- 
lèles sont  cyales,  el  mesurent  la  distance  des  deux  plans. 

Proposition  XXIII.  —  Théorème. 

319.  Deux  plans  pfirallèles  chacun  à  un 
Irnisiènie  sont  parallèles  entre  eux. 

«oient  les  deux  plans  M  et  N,  parallèles 
chacun  au  plan  P.  r^i  l'on  mène  une  droite 
AB  perpendiculaire  au  plan  P,  cette  droite 
est  aussi  i-eriiendiculaire  aux  plans  M  et  N 
(ir'318). 

Les  deux  plans  M  et  N  sont  donc  perpendi- 
culaires à  une  même  droite  AB,  et  par  cons.:. 
quent  parallèles  entre  eux  (n^'^U). 

Proposition  XXIV.  —  Théorème. 

320.  Deux  anules  qui  ont  les  colés  respeclivement  parallèles  sont 
égaux  ou  suppUmenlaires,  et  leurs  plans  sont  parallèles 
•1"  Soient  A  et  D  deux  angles  (|ui  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à 

chacun. 

Portons  sur  les  côtés  des  longueur.^ 
égales  AB  et  DE,  AG  et  DF. 

Les  quadrilatères  AE  et  AF  sont  des 
parallélogrammes,  chacun  d'eux  ayanl 
•  les  côtés  opposés  égaux  et  parallèles; 
aiiisi^  AD  est  égal  et  parallèle  à  BK,  et 
à  CF;  dune  le  (juadrilatère  CE  est  liii- 
mêine  un  iiarallélograinme,  et  Bc;  égalr 

l»ès  lors,  les  triangles  ABC  et  DEF  sont  égaux  comme  avant  l.s 
cotes  res|ieclivement  égaux,  et  l'angle  A  de  Tun  égale  l'an-le  D  de 
I  autre,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si,  avec  l'angle  D,  on  prend  l'un  des  angles  obtus  formés  en  \  le.^ 
deux  angles  considères  sont  supplémentaires.  ' 

2»  Soit  M  le  plan  déterminé  par  les  côtés  de  l'angle  A;  par  le  poini 


uo  An  ost  perpendi- 
K  menée  de  son  pied 

DF,  menons  le  plan 
I'  et  DF  sont  paial- 
AB,  perpendiculaire 
la  droite  CE  menée 
an,  et  par  suite  à  la 

peut  se  répéter  pour 
t  i'orpendiculaire  au 

■;  deux  pkois  paral- 
''  plans. 

ne. 

illclcs  chacu».  à  un 
entre  eux. 
M  et  N,  parallèles 
3n  mène  une  droite 
îlan  P,  celle  droite 
aux  plans  M  cl  X 

!ont  donc  jjerpendi- 
e  AB,  et  par  cons('- 

;(n<'31/i). 

le. 

cnt  parallèles  sonl 

rutlèles. 

larallèles  chacun  à 

ôtés  des  longueurs 
C  et  DF. 

AE  et  AF  sont  de;- 
hacun  d'eux  ayani 
J-aux  et  parallèles; 
parallèle  à  BK,  vi 
ilalère  CE  est  liii- 
amnie,  et  BC  égal.: 

comme  ayant  l.'s 
ïgale   Pangle  D  île 

s  formés  en  A ,  le^ 

fie  A;  |iar  le  jioinl 
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«••,rs:;s:ï;r;;'r::s--,i-%r '''"■' "■ 


'''"P""*'"''  ^^^  ~  Théorème. 

t'vement  parallèles  aux  plans  P  el 
J,  qui  se  coupent  suivant  CD  " 
laut  prouver  que  rintersection  AB 
L'sl  parallèle  à  CD 


Les  deux  plans  M  et  Pétant  pa- 
a  les,  la  droite  AB,  qui  appar- 
"ent  au  premier  de  ces  plans,  est 
Pnrallèle  au  second  In"  :w>]  de 
""•mo  les  plans  N  et  Q  étanl  parallèles  la  drni, . 
"u  premier  de  ces  plans    est  nr.l  m1    '  °'  *" 

Dès  inn.   1.  ,i„.,;  ,    .  ,'.  '-^^  pa':'llele  au  second 


AB. 


qui  apjiarlienl 
-upenl,  est  parallèle  à  leu;7;;;;;;;Crïiy;T  ^  ^'  ^  ^-'  - 


i,.      ,  ,       ,       I  -^i  >-=ii  |Juianei 

»es    ors  la  droite  AB,   parallèle 


'oiic 


Proposition  XXVI.  -—  Thé 


iorème. 


'■^'-■^-  Si  deux  (IruiU-s  sont  ,>,(ratlèle^     i,  ni     i 
'''>!^/^l  aussi  per  pend  irnlaileV ',:,:.  '"""  '''""  P'-n-^diculaire  à 

b«  AB  et  DE  deux  droites  ,«^^^ 
''t-itMun  plan  perpendiculaire  à  M'' 

I  mil'  iii'rv.i, .  ■^'    ■ 


iaii;'T",;ï^T.'"^  '^^  •""'  '''  "-■'--'-' 


l'-'s  points  B  ;:"?,,"^'"^'«"^l'^i;|a"  M,  et  par 

■lue    I      et  FF  r'         t  ^7'^^'^''  'l"'''^''^"- 
\^^>'  iM ,  et  Eh .  Les  angles  B  et  E  sont  éjyn.v 

fnvW)J;elpu,sque  Best  droit,  E  lest 


aussi 


La  droite  DE  étant 


"fifl  dans  le  plan  M 


perpendiculaire  à  toute  d 


fst  perpendiculaire  à  ce  pian.  Uo 


roite  menée  par  soi 


ne 
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nU^'rli!T  ''''"'"'  '"''''"''"'"■"'''''■'■'^  ''  »"  ""^""-  i'/"H  sont  paraltrlrs 
«oient  les  deux  .huiles  AJî  et  DE  i)er,,en,lie«laires  au  |,lan  M. 
Qi  ,,...   I         •   .  ,.  ,  (Figure  précédenle.) 

tsi,  comiiie  AI',,  |ier|M.iuiiculaire  au  plan  M  („u  ijo-i)    et  se  confond 
l^r^^onsequent,   avec  ED  (  n^  30.]!  ainsi   k  eïï^lSr"  AR 

§  III.-  ANGLES  DIÈDRES 


Définitions. 


dirdvt 


qui  se  rencontrent 


uverlure  comprise  entre  deux  pi; 


Ces  deux  plans  sont  les  fucus  du  dièdi 


et  leur  intersection 


en  est  Varéle. 


ou  h 


Il  angle  dièdre  se  désigne  par  son  arête 
len  par  ses  faces  et  son  arête; 


la  liO- 
au   mi- 


signalion  de  l'arête  étant  placée  „„  .,, 
lieu.  On  dit  Vau,jk  dièdre  Al),  ou  le  dièd 
MABN. 


325.   Vangle  plan   corresprnidunt 

fnrm 


tin  angle   dièdre,  est  l'anglt 


e  par  deux  droites 


daiit 
en  Mil 


deux  laces  perpendiculairement 
même  point  de  l'arùle.  • 

L'angle  dièuie  MAl'N   a  pour  ai 
plan  l'angle  DCE. 

Vangle  plan,  d'un  dièdre  est  déter- 


iRle 


mille  par  les  intersections  di 


lu  dièdre  avec  un  troisii 


'S  deux  fa 


Ci'S 


me  plan  P  mcm; 


lierpendiculairemeiit  à  l'arèL. 

^  L'angle  plan  d'un  dièdre  est  le  mêrrn 

a  (|uelque  point  de  l'arête  quon  le  cm,- 


slruise. 


32().  Un  angle  dièdre  esi  droit,  obi 


correspondant  est  lui-même  droit,  obi 
Deux  jikDis  sont  perpendiculaires  V 
des  dièdres  droits. 


«N  ou  aigu,  selon  que  l'angle  ph 


us  ou  aigu. 

un  à  l'autre  lo^s  qu'ils  foi 


meiil 


Proposition  XXVIII.  -  Théorème 

327.  Deux  dièdres  égaux  ont  des  angles  plans 


finenieiil     ,!,<,, ^~  ,f  i  •  ,  -■■;;•-"  y'i.v..>i  sj/uua;,-  ei  reci  jro- 

Ts^èn     ti   fî'ir  T  "'V'7  ""^>^"'  '"'"'"  '^^'^"''^  '^'^^  '=V-îr. 
angles   dans        ''  ^^   ''"'  "'""'^^^  '■^^'"^'  ^'  --'"'  '■  «t  C  leur. 


rise  entre  deux  |il;iii.s 


l-us  deux  d  èdres  Ai;ui   ■  »x.ANS     IJo 

AB  sur  sou  ega    yu         ''^'"^  '"^"^''"t  «^«'"cider  :  portons  I.H.-  , 

'.--■sdroilesCPert    '■'■■^'';P'"""•'•'^•"<^'•• 
dan8un  même  pan   '?;"^'"'^"'','=o"""'^  ^'lanl 

-  même  ,.jsi  Sh  'lîir'ïïi^^'irr''^^  - 

de  même  des  deux  droc?,Wl\ ■,,?''' 
les  an,trles  plans  C  «i  c  .    V  ^  ^^  *  ^msi 

S-Soien/A     et   v,V■:"''"t''',• 
'o»^san.Hespla„s,    e    r      '  ''  '^■•'"'^ 

Proposition  XXIX    —  Tki      < 


B        .7 


F        J         F 


Admettons  o,,^  „,...  „„,-.,,._     .  ^^^ 


Admettons  que  ces   nncTlnc  ,  i  •  "    " 

;oil  contenue  3  ibis  exacte  n;ntianrr'  ""'  '"""^""^  ""«^"re,  qui 
<=o'Hl;  ces  angles  seront  ontre.xconm  ?:"''"''  t  ^  '«'^  ^ans  LI- 
aura     '■'"?'«  ABC  _;t  '^'"'n°  '«^^  «ombres  3  et  [i,  et  l'on 

angle  |)EF~;j 

'Ifterm.nent  des  diodrei  ^aux  '  '  ? ''  P'''"'  P^''^''-''^  «'anté.,.,,'  '    , 

'-«  dièdres  égaux    et  l'an^TeV  '  ""  ''"^'\r''  ^""''^^^^  ^'  ''« 

feaux,  et  1  angle  N  en  contient;;;  donc   :^^-^     .•     •, 
■"«'-  '«-^.^^.■^■s  son.  e„...  ..  .,„„,,,„  ,„^^  .„^,^N -S-  A.as,  ,es 


■  '■i::'■■('V■^ 


iU 
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'  i 


Celle  démonstration  est  ap|)licable,  quel  que  soit  le  rapport  que  l'on 
suppose  entre  les  anyles  plans.  Done... 

329.  Corollaires.  1"  U)t  anfjlc  dièdre  iiui'li'ontjue  a  lu  mA)ir  incsurf 


([Hc  l'angle  plun  (jiii  lui 


eorresitoit 


2"  Deux  dièdres 


ojipuscs  par  l'arèlc  mml 


égaux;  ear  si  AM  et  Cl)  sont  obicniis  par 
une  section  perpenflicniaire  à  Tinlersec- 
liiHi  OE  ,  les  (liéilres  o|iposés  correspon- 


dent 


a  (les  anir 


les  pi: 


ins  et^aux  comme  o 


!>• 


posés  par  le  sommet. 

3"  Deux  dièdres  adjaeenis  dont  1rs 
faces  extérieures  forment  un  rnênie,  plan 
sont  suiiplêmenlaires;  réeipro(]ue)ne)il,  si  deux  dièilresadjaeetds  soiil 
supplémentaires ,  leurs  faces  extérieures  sont  dinis  un  même  plan 
(n°»  -29  et  31]. 

4"  La  somme  de  tous  les  dièdres  ([ue  l'on  peut  former  autour  d'une 
même  droite  est  égale  à  't  angles  droits  (n"  3(1,  3"). 

fi»  Lorsque  deux  plans  se  coupent  de  manière  (/ne  l'un  des  dièdres 
soit  droit ,  les  trois  autres  le  soid  aussi  (n"  3l),  4"). 

6"  Si  U)i  premier  plan  est  perpend'iculaire  à  un  second,  celui-ci  est 
perpendiculaire  au  premier  [iv  3(1,  Vr]. 

7"  Le  plan  bissecteur  d'un  dièdre  est  le  lieu  gét»nétrique  des  points 
équidistants  des  deux  faces  de  ce  dièdre  (n"  (il  ^  2"). 

8"  .Si  deux  plans  pa)allèles  so7il  coupés  par  un  troisième,  ces  plans 
forment  : 

Des  dièdres  correspondaids  égaux, 

Des  dièdi'cs  (diernes-iiiterncs  égaux. 

Des  dièdres  alternes-exter)ies  égaux, 

Des  dièdres  intérieurs  i'un  même  côté,  dont  la  somme  est  égale  à 
deux  dièdres  d  Dits  (n<>71). 

9"  Deux  dièdres  qui  ont  les  faces  resj)ecti cément  ])arallèles  ou  per- 
pendiculaires sont  égaux,  ou  supplémentaires  (  ii"  77). 

Proposition  XXX.  —  Théorème. 

330.  Si  par  l'arête  d'un  dièdre  obtus ,  on  mène  deux  plans  respce- 
livcment  perpendiculaires  aux  deux  faces  de  ce  dièdre,  le  dièdre  aiiju 
obtenu  sera  supplémoitairc  du  dièdre  donné. 

Soient  les  deux  dièdres  AOIB  el 
COID,  ayant  même  arête  01,  et  tels 
que  la  l'ace  Al  soit  perpendiculaire  ù 
Dl,el  la  l'ace  Bl  perpendiculaire  à  CI. 
Supi)osons  les  droites  0\,  Ûii, 
OC,  OD,  obtenues  par  une  section 
faite  perpendiculairement  à  l'arèle 
01 1  l'anglo  aigu  AOB  et  l'angle  oblii> 
COD  sont  supplémentaires,  comme 
ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires  (n"  78, 2°)  ; ilen  sera  de 


le  rapport  que  l'on 

a  lii  inAnr  mcswf 

oses  jiar  l'aivlc  soni 
IJ  sont  obicnus  par 
iilaire  à  rintersuc- 
D|(posi;s  corrcspon- 
s  égaux  comme  0|)- 


Iri's adjacents  saut 
us  un   inciiif  plan 

!/'»('';•  aiiiour  d'une 

). 

ne  l'uii  des  dièdres 

I. 

second ,  celui-ci  esl 

nélri(jne  des  points 

).  .  . 

roisiènw,  ces  plans 


somme  est  égale  à 


leitx  plans  rcspec- 
dvc ,  le  dièdre  aiyii 

dièdres  AOIB  et 
le  arèle  01,  et  tels 
t  perpendiculaire  ;i 
srpendiculaireà  Cl. 
droites  OA,  ÛB, 
!s  par  une  seclion 
airement  à  rarèlc 
OB  et  l'angle  obtris 
nentaires,  comme 
78,2°]  ;ilen  sera  de 


ne  des  nnrrinc  ,i;.-.j_..  .  ''^^  '^''*^s 
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"lème  des  oncles  di.H  "  ''■'  '''"*^«     «'^ 

Or»  i  * 

i:^^"^::^,rrz,!::,^:i::  -- -» 'y. ,„.„ „ 


'ingles  plans  qui  leur  corrr^nondoni    n        ,  " 

BUS,  les  angles  E  et  I  sonT;^"";    I'     '"'  '"  ''''"■*^'"''"""  "P'-reci-des 
ment  parallèles.  "''""^ '  ^"'"'"'^  ".V'nt  U'h  cùl.'.s  respectivo- 

«^-P-'f-on  XXXI.  -  Théor.„c. 

P""d,culaire  à  CD.                  '"°"''  '^""^  '•-'  1''"'.  M.  In  droit,,  i-f^ 
-x^ir'dr:L^Sriï^--P'^..;M.osl.^  ,„,,„^ 

^•-x  plans  sont  perpl.ncli,,„iî;fl?„   ^  Sm^'T'  "^'  '"'"'^  ^'  '- 


Proposition  XXXH.  _  Théorème 

so.t  ACHE  un  dièdre  droit!  ^S'^;::^:^^:  it^:^^ 


t^ 


;,ï>. 


''-■«f:« 


w 

il!' 


(;.,;( 


^^^  j'r.KMENTS   DE   Ol'OMl'TniE 

Dans  I.'  plan  C. DE,  menons  PK  perpendiculaire  à  CD.  Lo  fiièflro  ôli 


Mil 


\^ 


(Iroil,  son  angle  plan  l'est  aussi;  ainsi  AP  esf  perpendiculaire  aux 
deux  droites  C.\)  et  PE,  et  paisuile  à  leur  plan  CE.  iJonc... 

Proposition  XXXIII.  —  Théorème. 

33Î).  Deux  pln»s  rhuil.  ju-rpetidicnhnrrs  i„n  >'•  l'aulre,  si,  par  im 
point  (lu  premier  ))l<i)i ,  .w  mène  une  droile  pcrpen>lir,]l„i're  au  se- 

eiind,  relie  ilniile  es/  Inni  entière  dans 
le  premier  plun. 

Soient  M  el  N  deux  plans  perpendi- 
culaires l'un  à  Taud'e,  et  soi!  A  un 
point  (|uelconquo  du  premier  plan. 

Si,  dans  le  plan  \\ ,  on  mène  AI' 
perpendiculaire  à   l'intersection    CI», 

'^  cette  droite  \P  est  perpendiculaire  aii 

plan  iN  I  n"  JJi);  or,  du  point  A,  on  ne  .  eut  mener  (|u'une  perpeu- 
(iiculairc  au  plan  N;  ainsi  la  perpendici.laire  abaissée  du  point  A  sur 
le  plan  N  se  confond  avec  AP.  Donc... 

•  i3t').  Corollaire.   !<i   (leu.r  plans   smil   perpendienlnires    à    un    trai- 
.^■io»e,  leur  inlerseelion  esl  aussi  pcrpendiealaire  à  ee  troisième  jn'ai, . 


Car  SI,  dun  point  quelconf|ue  de  l'intersection  des  deux  promi(>rs 
plans,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  troisième  i.lan  celte 
perpendiculaire  doit  se  trouver  sur  chacun  des  deux  premiers 'plan< • 
elle  se  confond  donc  avec  leur  intersection.  ' 

•''!!'^  "^'''"'"°"^'  ^"  appelle  projeelion  d'un  point  sur  un  plan  I.; 
pied  de  la  perj.eiidiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan. 

La  projeelion  d'une  fujure  quelconque  sur  un  plan  e;!  l'ensemble 
des  projections  des  dilTér^nls  points  de  cette  figure  sur  le  plan 


l'.l».  Lo  flicrlre  •'■lanl 


l'inilre,  si,  par  un 
irniliritliiiri'  an  sv-- 
'sl  tout  nilii-re  ilaiis 


l'iircs    à    loi    (ral- 
ce  Inmième  plan . 


es  deux  promiors 
sième  plan,  celle 
x  premiers  plans; 
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;:^;;(i/z:;;:::;:'r;:;:i::;;n        '^-'•'''■"^- 

';;;;; '';,;'''''''''';!i'''A^.Uons  un 

' no  WiV  .'îf'l'e'Hliculaire  an  plan  \f 
n  .Ut);  SI  |„n  prnj,,(i,.  sur  lo  plan  M 
'"  l'Oint  qu,.|con.,Mo  E  ,lo  la  .Iroile  I, 
'Pne   projHanle    KIC'    osl    (ou.    endr^n! 

l;ln"  M   i.; .■<:«);  el  ainsi  la  proj,.,.,,ion  E 

'II'  l""iil  E  ,.s(  sur  la  (IroJi,.  \|v  ,'    ,,.   ,  ' ^ 

Donc...  ''  -^  '•  '  'I'"  ' '^l  '  "KerseclioM  ,l,.,s  ,lc„.x  ,,|a„,. 

•'';'!>•    Scolio,    U„r   >>roilr  ,,urln,HnN,'    ,,/   ,.„  •     ,• 


.'f40.  L'angle  r/ac  / 


Proposition  XXXV.  -  Théorème. 


'■■''■'   '""iialrc   que    l'aniii 
awrinale  autre  droite  mem 


Ht  une  droite  avec 


y/  di 


'an y  re  al. 


plan. 


'/u'clle    fait 


l'ur  min 


sa 


projection 


■'^l'i'   un    pi, 


pUDI 


■^oil  AH  une  droito  quel 


luelconrme,  AI! 


une 


sa  projection  sur  le  plan  M   cl  \C 
autre  droilo   menée  dans  L  pj  ' 
l"iit    prouver    que    Tangle    11 
moindre  que  lîAC.J'orlons  lai 


plan  ;    il 


Al 


sur  An,  et 


ongueur 


esf 


,  et  menons  la  droite  I 


donc   lu;  est 


perpeuiliculaire  au  plan    M 
une   ol,li,|ue:   par  suilt 


lan 


lionc 


■<Hr,.  Dèri  lors  les  deux  li.„ 
pectivemenl    égaux,   et    le    t 


^lî'  est  plus  petit  que  |!A( 


-j'-s  lîAir  et  MAC  ont  d 


leux  côlé.s 
'angle 


'^'il.  Définition.  On 


droite  el  d 

droite  avec  sa'projeci 


■ippcile  intijled 


une 


""  ^''"«  ''"."Rie  que  'fait  cet! 
'ion  sur  le  plan. 


"Il  trouve  ce!  angl 


droite 


liant 


jusqu'au  plan,  ou  b 


en   |irolongeant 


len  en  m,: 


S.';i"ii'^'::!/'":^''--^-.<'«'^ 


une  parallèle  à  sa 


projection. 


Proposition  XXXVI.  —  Théorè 


!me. 


;.î!';.2:;:":,:^';;;;  ;;;;:^:;;  y!-/''-.,...  données   l.ns  respire     on 


l>cndiculaire  est  la  plus 


Soient  AB  et  CD  deux  d 
^ar  la  rirnite  CD 


plus  convie  distance  des  ,1 


commune,  et  une  seule;  et  cette 


roi  les 


cu.r  droit, 


per 


quelconques  données  dans  1 


m-^nons  In  pla,.  M  p,;,,,,,,,,,    .  ] 


espace. 


autre  droite  AF 


i. 

il 

;)<>•■;,■    .•'1 

•  -.*-.■  ' 

'  :■  ';, 
'  ■.;/-*.;! 


il  ;*V>#ï|| 


13,S 


i!r.t!>iRNTs  ntî  r.iîoMiÎTniK 


ï'i 


vl 


II 


conire  dt  la  .Ir.-ile  CD  av.'c  la  proj.-rlion  ,|,.  Ait,  menons  CA  |H.r|M,.n- 

•ii''ulain'  à  AM.  Nous  allons 
prouver  que  celle  droile  CA  est 
une  perii.'ndieiilair.'  commune 
aux  (imix  (Imili's  donnéen. 

1"  l..i(lroi(e  Aliélanl  parallèle 
ou  plan  M  ,  leM  aussi  à  sa  pro- 
jwlion  CI-:  (u"  ;«»;);  dès  lors,  la 
droite  An,  pcrpcndicidaire  à 
A 15,    l'esl    aussi   à    la   parallèle 

Les  deux  plans   AE   et   MD  soni  pé.'pc-ndirulàires  l'un  à  Paulre- 

i  "er Uon'Ï  '  *  '  ""^"-.l'-r'*^  l"'-"-  P^n.endi,.ulairem  Jl "  ni 
iM^er.  ion  (,h,  est  perpendieula.ro  à  l'autre  plan  M  (n- :!;!'.)  vl  par 
suite  a  la  seconde  droite  Cl),  qui  passe  par  son  pi.d.  '  ^  '       ' 

au^îe^îror  rM*:,S  '"  ""'•  ''"'•|"""'-'"-''"  '^«— ""e;  car  si  une 
auln,  d.oile  Cil  ,tail  supposée  perpendiculaire  à  A 15  ri  à  Cl)  elle 
serait  aussi  perpcMuiiculaire  à  111  parallèle  à  Al?  (  „■•  308)  ;  élant'ne  - 
peiHl.cu  a.re  a  111  et  à  CD,  elle  léserait  au  plan  .NI  ;  „r  CF  p  |è!^,  , 
AC,  est  deja  perpendiculaire  au  plan  M     n-  ;i-2  ;   il  va  ira       on 

>  On  a   AC^CF.  et  GF<GII  (n-  299);  la  droite  AG  est  donc 
plus  courte  que  toute  autre  droite  menée  de  AH  à  CD.  Donc... 

Proposition  XXXVII.  —  Théorème. 

Sou  .1    r ''7  ^""  «"■"'•    ^''"^'-"^  l-a„ul-^lu-eHe  firme  aver  ..n 
inojuhon  sur  lautrc  face  est  „.,xw„nn,  lnr„,u,-Mle  droite  est  per- 
pendiculaire à  l'inlersertion  des  deu.v 
))lan.i. 

^oil  MDE\  un  angle  dièdre.  .M  la 
face  sur  la  juelle  se  trouve  la  droile 
mobile,  AH  et  AD  deux  positions 
de  celte  droile  l'une  perpendicu- 
laire à  l'intersection  DE,  et  l'autre 
quelconque.  Si  l'on  mène  AG  per- 
Iiendiculaire  au  plan  N,  puis  GB  et 
,  .    ,.         ...  ^^'  ces  deux  dernières  droilos  sont 

les  projections  des  droites  AB  et  AD.  Démontrons  que  l'aiHrlo  \nc 
est  plus  grand  que  ADC,  ^^ 

Porlons  sur  GD  une  longueur  GI  égale  à  CB,  el  menons  Al.  Les 
deu.v  triangles  reclangles  AGB  el  AGI  sont  égaux,  comme  ayant  au 


poinl 


(j  HT)  antre  l'o-n    fomnriq  oi.ii.,>  ft^o  oAix-    i-i-.     -i:  i    • 

'.n„i„  Al^r  X:,:  aT      ''^'  '*"*-=  '^'-^=l"^'^l'vemcnt  égaux; 


ainsi  l'angle  ABG  égale  AIG 
Or  l'angle  AIG,  extérieur  au  triangle  ADT,  écalela 


somme  des  deu^ 


somme  des  deux 


i.rv«B  V.  _  r.tneMuns  s,.«  lm  mioiTEs  „  ip.,  ,.,,,,    ,,w 


f|ue 


a.^;^:n!!:';/r;r':r?,-' p'-'.  •'--.'<''!.  0,  M  ,,n 


quelro,H|ue,  la  droite  )Fo,  ,(,'.•'-''  ■^'  ""  I''""  ''"^"n-' 
l'on  Irncirait  dnn^  le  .  n  M  "•  In'r  ''  ''''';""  ^""""^'''^  '  "'''  '1"« 
et  toute  droit.  AH  .nen  'r,  ,•";.,  13  '"  '"T  '""•!="'"'''«  ^/''  '•''  m'"  ; 
est  appelée  //,„.  ,/.  ".^J^^  "Z         '""''''  """  '""•'^""'a'esduplan 

§  IV.  -  ANTxLES  SOLfDES  OU  POLVÈDRES 

Définitions. 

r.g£,ïï:-r  ■^::;*  ™  ■-te;!-;----» - 

.nsie-sr;i;::"„,rs:f;;'  r  .l'triT-;' ,'°""'  ■«  -«'»  ^-^ 

micr.  un  nou\o   m   ,|,.  .    >u\o  s>jmiUn(jue  t/ti  j,re- 

Jn^%aî:rcSra^S;i;n?o;:;r-^'  '^^^^-^'^"'  -^p-nve. 

Deux  ondes  solides  Vvm!^  "  "P''°'*^'  P'"""  '''-"'èto. 

'ix'ils  ont  ^inJtu  E  ;'7>.::'^' '"'^  '''^""•'-  /--//'-'/'-  parce 
l'ui-^sent  coïncider,  par  .^  '  ,lTr''''^'"^"^  'i^'^^' >  quoi,,,ri  s  ,.e 
cléments.  '  ^   '  '""'  ^^  '^  '''sposiUon  inverse  de  ces  mêmes 

'lésignés  par  les  arête.  SA   sn^^o"''--^''^  '^'''^'''  ''«"^^■'"  <5(re 

f;t '------^pp-"par;e;:.risi:^^/e:;  t 

Propontion  XXXVIU.  -  Théorème. 

Soi!  V,"     ,\  •    '1'"''-  '/«''  /<'«/■•  diiïn'onv,-  ^^"•^ 

M» ';L°Z'"  '"^"'°  -^^  »'  »-'«.  ".  ^';  ies  Ircs  r.c»,  „  é,a„.  ,„ 

'M:«»s.™,s„„3s„M.SC,,.a„,„nSD.,.u  BSA  ou  .,,,„.„„, 


.¥• 


»w 


uo 


ELEMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


M 


Ë 


sur  les  arêtes  SA  et  gl)  des  longueurs  ^^ales;  et  par  les  points  ob- 
tenus, A  et  D,  menons  un  plan  (|uelconque  ADHC. 

Les  triangles  HSA  et  BSD  sont  égaux 
comme  ayant  en  S  un  angle  égal  compris 
entre  des  cùti's  resperlivement  égaux;  donc 
l'>l)=HA.  On  a  d'ailleurs  BG<BA-+-AC; 
en  retranchant  I5D  au  premier  membre  ol 
HA  au  second,  il  vient  r)r;<AC. 

Et  alors  les  deux  friangIcs'cSD  et  CSA  ont 
deux  côtés  rospectivemi'nt  éaaux ,  et  le  troi- 
sième côlé  inégal,  CD<CÀ;  donc  l'ande 
<'..-^i)  est  plus  petit  que  CSA;  et  si  l'on  ajoule 
de  pari  et  d'autre  les  anirles  éiraux  USH  el 
ASB,  il  vient    BSC  <Cs'A-h  ASB  , 

Ainsi  la  plus  grande  face  est  moindre  que  la  somme  des  deux  au- 
tres. La  propriété  est  évidente  pour  chacune  des  aulres  faces. 
^2"  L'inégalité  précédente  revient  à  celle-ci    l>-hry„, 
d'où,  en  retranchant  b  aux  deux  membres         r\>n  —  l> 
et  si  c'est  c.  que  l'on  retranche,  on  a  b^a  —  c 

l)onc  chaque  face  d'un  Irictlrc... 

Proposition  XXXIX.  —  Théorème. 

3o(1.  L>  somme  des  faces  de  loul  anylc  solide  conve.ve  esl  mohidrc 
qxe  'i  antjles  dcoils. 

Soit  S  un  angle  solide  de  l\  faces;  coupons- 
le  par  un  plan  quelconque  AI). 

En  joignant  les  sommets  A,  B,  G,  D,  E,  à 
un  point  intérieur  quelconque  0,  on  déco;,i- 
pose  le  pentagone  en  5  triangles,  dont  les  an- 
gles égalent  ensemble  10  dr."—  La  somme  des 
angles  des  o  triangles  latéraux  ASB,  BSC,  etc. 
égale  aussi  10  dr.  Or  dans  l'angle  trièdre  A,  la 
face  inférieure  EAB  est  moindre  que  la  somme 
des  faces  latérales  EAS,  SAB;  il  en  est  de 
même  aux  angles  solides  B,  G,  D,  etc.  La 
somme  dos  angles  inférieurs  EAB,  ABC,  etc., 
étant  moindre  que  la  somme  des  angles  lalé- 
raux   EAS,  SAB,   etc.,  par   compensation  la 

somme  des  angles  en  0,  qui  vaut  'j  droits,  sera  plus  erande  que  la 

somme  des  angles  en  S.  Donc... 

Proposition  XL.  —  Théorème. 

331.  6'('  deux  tvièdrcs  sont  l'un  dans  l'autre,  de  içUe  sorte  que  Ir.-: 
arêtes  de  l'un  soient  perpendiculaires  aux  faces  de  l'autre,  ces  deu' 
Incdres  sont  supplémentaires  (  n"  348). 

Pour  abréger,   appelons  a,   h,  <■ ,    le?  fac^s  du    premier  tri.Vhv, 


par  les  points  ob- 

BSD  sont  égaux 
nglo  éiral  compris 
menl  écnux;  donc 
BC<HA-hAG; 
'emier  memjjre  cl. 
<AC. 

îsCSDctCSAonl 
t'iraux ,  et  le  Iroi- 
CA  ;  donc  l'ande 
\;  et  si  l'on  ajoule 
les  éiraux  DSH  el 
-4-ASR, 
(' 

ime  des  deux  au- 
res  faces. 

—  h 


vexe  es/  mohidri' 

1  faces;  coupons- 
L). 

,  H,  G,  D,  E,  i, 
je  0,  on  déco/n- 
les,  dont  les  an- 
—  La  somme  des 
;  ASB,BSG,etc. 
igle  trièdre  A,  In 
Ire  que  la  somme 
lB;  il  en  est  de 
i  G,  D,  etc.  La 
lM^,  ABG.etc, 
des  angles  lalé- 
competisalion  l.i 
is  grande  que  la 


elle  f^orli'  que  Ity 
'■'u'dre,  ces  cfeu  ' 

premier   trièdri^, 


LivuE  V.  -  ,;,.;n,.:,ulités  srin  les  droites  et  les  n  ,,s    lil 

a:  "Ù':i^'î^::Z?::^/'  ">  '-  '-  ^c..  au  second  tW^dre,  et 

Si'^uX  'fo^SC^'u";:;;»  r''-'-  P^n-endiculaire  au   p„„  a, 

culairosaux  plans  a  ^\  Meur  anéle  .'  est 
le  supplément  du  .lièdre  ^^G  (n-  a'fl)  Z 
même  , a  face  W  est  le  supplément  du  diùdr  ' 
fei^  et  la  face  ,,',  ,ln  ,|ièdre  SA.  A^nsi  les 
'aces  du  Inèdre  extérieur  soni  les  supr  '  aents 
des  angles  du  trièdre  intérieur. 
2"  HA'  est  perpendiculaire  à  la  facu  ,.    h 

face'^^^-;        '"'™'  '^''  '  P'^'-Pen'liculaire  à  la 

'ace  ,    1  est  aussi  aux  droites  SB  et  SA.  Ain.i 

sii  esl  perpendiculaire  sur  SA'  et  sur  -^f  oi 

jiar  suite  sur  la  face  //. 
Pareillement  SG  esl  perpendiculaire  à  la  face    ■'  et  S  \  ^  i     r 
Ainsi  les  posilions  relatives  des  ai èf es  eldriC       .       ■''  '^  '^^'^'^  ^' ' 
sont  dans  une  complùle  réciprocS.  Bo,'.   .     '^  ''''  '^''  "'^"'^  ""ièdres 

Proposition  XLI.  -  Théorème. 

3.^2.  Dat))<  font  (rihlrc  • 

z^:  """""  "'■"  ""»'"  ■'»'■■-  -' "/"•».  ,.„,,.. , ,,,,,,,  „ ,, 

■t"  ^nii  «Aijp        ,  ■.  .  l'igure  prccediMilc  ' 

1    .^oit  SABG  un  trièdre  quelconque    e(  s  \tv    .    ,■.■  , 
inentaire.  i^'^-,  tt  ^.\  i,  c    le  triiMlre  supplé- 

Appelons  A,  B,  G,  l^'s  dioJres  du  premier 
second.  On  a  (n-  ;!',8)  :  ' 

(    A-t-rf'  =  _>  ,/,.. 

n.,  1  -'^ -f-  B -f- G  =  ti  >fr.  —  In' -i-h'^  .■\ 

Oi  la  somme  des  fines  „'  /■     ■       .  .       l"  ^-"  -+-e 

.™,dc  face  cu',ls„';;/f„,t,,t„r„i;r(;',"  ^?r*^^^  -■  -■-  "  ■■'- 


"'.  '''.  '•',  les  faces  du 


A.ioul 


ons 


vient 


-t-P>4-(; 


'h'.  ~  G 


aux  doux  niembr 
A-+-B<r 


(l>:—(\-i-n) 


~li) 


et  retranchons  2  dr.    il 


'  ou 


A-t-lî-.G<2d 


roifs.     Donc. 


•    -H"  ■'■*.• 
.'•'iît.'!  T  -:•■ 


:'m 


mmâ 


9^-- fi 


Vi!'! 


.  V'*  I  . 


tk!'.     I- 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 
Proposition  XLII.  —  Théorème. 


353,  Deux  IriMrcs  sont  cijnux  : 
mlll^ég'aVxf  ""'  ""'  ^"''  '''"''"^  ''''^'"""'  ^  '^''  '^'''^'''  respective- 

3"  Lorsqu'ils  ont  les  trois  faces  respectivement  égales. 

1"  Soient  les  deux  trièdres  S  et  S' 
ayant  la  face  U6C  ésale  à  la  face 
H'ri'C,  le  dièdre  SB  égal  à  S'B',  et 
le  dièdre  SC  égal  à  S'G'. 

Applicjnons  la  face  HSC  sur  son 
épraic  irS'C.  Le  dièdre  SB  .Uant 
•^P^a'  à  S'B',  le  plan  SBA  coïnci- 
AB     /     /  \«.      dera  avec  S'B'A';  et  de  même  SCA 

avec  S'C'A';  donc  les  deux  trièdres 
sont  éia'aux. 

2°  Soient  les  deux  trièdres  S  et 
S',  ayant  le  dièdre  SA  égal  à  S'A', 
la  face  ASB  égale  à  A'S'B',  et  la 
In  A-.' A      o»  ''^fc  ASC  égale  à  A'S'C. 

point  S  soTt  e,f S^'a',  ""Tf''  T'  '""  '^^^'  '^'^''  ^'  '^'-«"ière  que  le 

et  de  nJ  ,^  xlr  "  l  '  '.'"'  ^=^'^  coïncidera  avec  son  égale  A'S'B', 

30  s2nM^  H   '''!'. ^yC-  Donc  les  deux  trièdres  sont  égaux.       ' 

3   Soient  les  deux  tnedres  S  et  S'  ayant  les  trois  faces  respective- 


^:'j!^:sa'''2b' '^(^"';;7.;ri'"  "'f  'r  "^"^"^"-  ^"^'-  sa 

M-e(  M':SM.i;f,;.;:^„:.f!  ^t'J':'  r^'^'  °'^f^'""«  -"enons  les  Plans 


circonscrites  aux  deux  Iriangie;  éga^Aic  et  AT'r  J'r"?'" 
ParrapportauplanM,S^SBfsC^t;;^£s^t;;,,:ng:Oonc 


LIVIUî   V. 


le. 

s  dièdres  respcclivc- 
des  faces  respecli- 

jales. 

leux  Irièdres  S  et  S' 
iSC  éi^^ale  à  la  face 
e  SB  ('•frai  à  S'B',  et 
îl  à  S'C. 

a  face  1?SC  sur  son 
e  dièdre  SB  étant 
plan  SBA  coïnci- 
';  et  de  même  SCA 
)c  les  deux  trièdres 

doux  trièdres  S  et 
re  SA  l'.cral  à  S'A', 
raie  à  A'.S'B',  et  la 
à  A'S'C 

de  manière  que  lo 
;c  son  éj^ale  A'S'B', 
es  sont  égaux, 
i  faces  respective- 


ueurs  égales  SA, 
menons  les  plans 
il.'iircs  81,  b'V. 
ég'les,  les  trian- 
Lix  de  la  si'ronde: 
es  circonférence^ 
"  sont  égales, 
jues  égales,  donc 


-  G^:^ERAUTÈs  sLn  les  droites  Et  les  pians 


143 


S^  ^;t,;^.^^  '!SZ  e^nîretlï^":^  t  ''''  ''  '^  Perpendiculaire 
dans  la  deuxième  figure  (no;iiV>  '"''"''•  "  '"  '''  "^^  ™"'"'^ 

égîur::;;t.t;^;t  vl'pîf^i'i^i^fr  7^'-^'-  «ai  et  s-at  sont 

SI  ==  S'I'.  -  "JPoi^nust  égale  et   un  autre  côté  égal  ;  donc 

coïncident.  Donc  les  Iriè.livs  sont  égaux!  «ommets  S  et  S' 

lile  des  triangles  (n»  'û  )  •  '"'J'ugit  complète  avec  les  cas  d'éga- 

cles  angles  .les  ^ux  hS"  ^  î  ^S^'  n?'""' ,^"  ^'^^'  ''éRalilé 
dans  leurs  trièdres  sup  émentaî  ïlno'.'.s,  "'  ^'^'^'''  '^''  ^'"''^ 
coïncider,  puis-p  \:..   ■  titrent  dans  lin.        ^■'  "f"^"''  '"'^"^«"^  donc 


EXERCICES   SUR   LE   LIVRE   V 
Théorèmes  à  démontrer. 

2.  Une  droite  ot'un  .lÏÏ  p    S^^^  ''  nV.ip,.n,,„e„,ent. 

et  réclpro„„e,«e„t  (le  triWre  osl'dit  SiT''^'"'' °*'^°''''' """^""''^  ^^''"*' 
face  ."îrSnilutm:;?  ""  '""  '''"''  '^'^'^'^  ^  '-'-  «W-x^e  une  plus  grande 

^■ût(!  Uu  plan  si^mut  e*t  '  mte  '"         ""*^''-'  '""'^'^  '^'""  ""^i"" 

et  î;«'îiô^-rs:s;:ï::r!^s^  ^"•^•^-■"^  »'  >-  ^--  '-pect.ver„e„t  .««.es 

«■  Pour  ,u'ou  pul.e  fora.r  un  trl6dre  avec  trois  faces  doun.es  a,  ,,  e.  U 


m 


1 


'•*.;.  ■■(1 


■i-S- 


m 


mM 


tm 


kv 


•!^ 


mm 


:>^*!il 

■k 


'mm 


1  u 


mt-  ; 


KLIÎMENTS   DE   CliOMÉTUlK 


faut  et  II  Bnfflt  f|Uo  la  .soninu-  des  ti-.i.s  faces  soit  moludre  que  4  droits    et  .ru., 
la  Hu3  grande  fa.v  soil  moindre  „nela  M.mn.c  d.'s  deux  autr.'s  '        ' 

11    '■    e."'lV"n'M','""  "?"'  ""'"""■  ""  "•'^'"'■^'  ■'''■''  "•'"■^  ""»-"^-  "!'■'"■<■«  donnés 
11  U    .  et  il  sullit  que  leur  .sonnne  soit  ennipiise  entre  2  et  «  drolfs     ot  nlù  ,' 
Vins  ,ot,t  .llMre  augn.enté  de  2  ,ir.,its  sur,'...se  la  sonn'u  d,  s    e      au    es'"  " 

;£5':;r:  r- =rïr::,= î;r:,;r:;.;;r;;s;"sr;r 
4f  ;.  :  ,r^;p't:;i-'i„!r,.,™;.cs  tns".;;»  r- ™ 

u.  Dans  tout  triè.lre,  les  In.is  ,«ans  .,u!  liassent  par  les  arête    ^  it  bVs  ,;  ' 
;n«.  .les  faees   opposées,  se   rencntrent  suivant 'une  n.^^ d^Ste  ^'l^;:; 

U    Les  trois  idans  menés  perpendlcuiainment  aux  faces  d'un  trlôdre  nnr  l..s 

u;^.:;'is;;;;;.  ;;:z£*T^S';;;;r  sr- e;;ir'=  ■-"■"-'- 

Lieux  géométriques  à  trouver. 

«v!\^''l.'"""/'T°  ■■*"'""''  '^'"'"^'  ''''"''"^  «-^c  (  nue  girouette  autour  de  son 
axe    ;  d  un  point  fixe  .,n  abai.se  des  perpendiculaires  sur  le  pian      ob  le  en  " 
duer  es  positions.  Quel  ..st  le  lieu  de  ces  perpen.lleulalres  î  ' 

2.  Kant  données  .leux  droites  .,uele.,nqu..s,  on  fait  mouvoir  une  tn.lslème 

3.  Lieu  des  points  équidistants  do  deux  plans  i)arail.'.!i.s 

4.  1-ieu  des  points  «iquidlstants  de  deux  plans  quclcon.iiles. 

o.  Lieu  .es  parallèles  njenées  k  un  plan  ,lon„é  par  un  point  d.,nné. 
b.  Lieu  des  p.^nts  équidistants  de  deux  droites  ,,,.1  se  coupent  ? 
Qui;  iuJHe::..'!f;:  .5;Cf  ->•  -  ^'-  -"''«  autour  d'une  droite  Hxe. 

rei.,i!'"   '"  """""   '"  "'•'"^^^   """^^^  -^''^  'î'^'-  "^'t-  aounées  dans 
X  Lieu  des  points  équidistants  de  trois  points  donnés  en  ligne  brisée. 

Problèmes. 

1.  Trouver  la  distance  d'un  point  donné  à  un  pian  .b.nné 

2.  Ln  flèche   d'un    elocber   forme   un  auL-Ie  soli.le  réKuii.^.  à  8  faces  dont  I-. 

="'rt;E"i,^;';;;r"  '"  ' ■  ' - -  «..r  *;ïj; 

a.  pi  ren-lt  Je  «»,«.,  ,1,.  ,ii„„,i,|„.  ,,„  ,«,„,  ,,„  i,,,,.,,,-,,,, ,,  ,  , 

;«:',  ';;;;r;:r.;;°  "•■  *"*"  - ■  "-  '-'  ■"■»- »  ™*-  ;•:  s: 

r=:l'''^'--  -^«!»':isj:ïï™i=;î  r;«i,:=i: 

<>.  La  somme  des  huit  faces  de  l'ono-le  "olide  <'p  !•>  h^o,     r„.     i     j 


""V'ï-     iV*  v. 


LIVRE   V, 


0  ([lie  4  droits,  cl  i(iic 

l(l-(!M. 

iiiKlf.s  (l|(.(li-(.,4  donnés, 
3t  (j  droits,    et   que  le 
'■  di'H  don\  antres, 
rlédro,  menés  jmr  les 
lu  droite  (jdctiin  haa- 

'Clcnrs  des  dièdres  so 
éiiiiidistant  des  faees. 
s  iiiêtes  et  les  blssce- 
méine  droite   {plans 

s  d'nn  trlèdro  par  les 
10  mémo  droite,  dont 

Idan  égale  le  prodnli 
le  idan. 


lette  autour  de  son 
•  plan  mobile  en  ses 
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^^^^Q.o  deviennent  eos  l.n.ites  dans  le  eas  généra,  d^un  an.le  «oHde  de  n 

J-à  Za^JZ'Zr  '''-''  "^  ^  '"^'-^  ^"-'-'-'le  un  n,ur.  s,  le  pied 
jiSS;^«.^.r'^;^  ;;:,;"--;  ";;„-tae..e  an  plafond  une  corde  de 
demande  la  surface  de  ec  cercle  '  '"'  ""  '"'^''^  «'"•  '«  Plancher.  On 

;-o    ,a  distance-  ..  t"peX.=ï^-  ^ïn  SS.°:;.t 

soit  égaler  ;;.':  S,r  ZZ  ""  ''''''-  ^••"•'^^^-^"^  "'^  -n-^-  ,ue  la  .ctlon 

H.  Par  une  droite  donnée    Lne    un    Hn      ■'  '  ""'  ''  '^''  ''''"'••^' 
points  donnés.  '  "'°""  ""  I"""  '1'"  Pa«se  à  égale  distance  de  deux 

^^irè^ZC:^.  '"""'•  '"^"<^'-  ""  P-  ^"'  passe  à  égale  distance  do  trois 


uvoir  une  troisième 
hiol  est  le  lieu  décrii 


i. 

nt  donné. 

pcntv 

r  d'une  droite  fixe. 


oltcs  données  dans 
Igne  brisée. 


'  à  8  faces  dont  la 
;'s  angles  des  faces 

faire  avec  un  jilaii 
xtrémes  de  sa  pro- 

II  sur  un  plan  suit 

m  sol  horizontal, 
oloil  au  -  dessus  de 


i  cl(K-hcr,  pouviiiiL 
es  peut  varier  la 


■'fylv: 


«  i- 


LIVRE  VI 


'  r:  S    p  o  L  V  ]'■:  d  u  k  s 


§  I.  -  DU  PRISME 
Défînitions, 


m  a  20.  '    ^''«"''^«"  «  8,  Je  eio./ccceM.c  on  n  12,  rù.o.,,«/,,, 


li^' 


iac'e?plan"e:.'^'''"'  ^"'^"'"'^  ""  ^«"^'^  con.plelea.enl  lunilé  par  des 
en  a  20. 

grammes.  Les  d^^'po    ;  Tes  S^urS  n  ^n  m   ^°"'  '^^  ''^^^^''^"°- 
prisme.  I  oi\gones  tgau.v  et  parallèles  sont  les  bases  du 

Dans  un  prisme  droit,  les  faces  latérales  sont  des  rec(anHp« 

Un  pnsme  est  tnanoulaù.,  .«..an,..a..,^J^S  ^Son  que 

^nni".  ^k'""  '■'^"^*"'  •''^  "n  Pi-i^me  droit 
<ïoni  la  base  est  un  polygone  régulier. 

d'aïo;/T'  '-•««f 'uVe  un  prisme,  on  trace 
dabord     un    polygone    plan    quelconque 
ALit^DE ,  qui  sera  une  des  bases  ;  par  tous 
les  sommets  A    li    r   T)   v    -.^ 
dphnr=  .1,,     1     '  ,  '  ^^'  ^'  '^'  on  mené,  en 

SalesV      ''mm''  '""''   '^^'^°'  des  droites 

llroitT'    f''''^'''  J«s  extrémités  de   ces 

prisme.  „  résulte  de  cette  const^^S  ^:^:'i:liXS: ^^ ^ 


nent  limili'  j.ar  des 


ont  toutes  les  faces 


rètes  latérales  sont 
es,  comme  droites 
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parallélogrammes,  car  chacune  HVii  >c  .  . 
cùlés  opposés  égaux  et  iISmI  r  k'''  ""  ^<"af''"i'atère  qui  a  deux 
et  Parallùles,  c^  les  ^uSi^au"  fi'i^^^?^  '?  '-^^-^-^  <^ 
ffles  qu,  s(!  correspondent  sont  éo-n^.v      ''^''''"'-''•''s  ''eux  à  deux;  les  an- 

arjlcs  lali'ralcs.  °  '"'*°>  '««l/'M  d'ailleurs  loulos  lus 

.cSa^':;,£:™"*""*'"  «"  "■"  l-™-  .-i  »  Vo„  U^,  ^o,  par,l 


''Vc-s 


Propo-ition  I.  _  Théotème. 

.^" '■""■'  """»""  "■""  »'«""'*>.>*  ««  .,.„.,  ,,  „„„„. 
/■.cc°s'o;^p°s"er"''°"«'""''°"«  """-"l-.  «t  »ie...  AH  e.  «G  deu. 

^s:;^,;sri:?S,S';iâ? 
»t:s^d?iiirife'ûï" --■''■ 

,  Ainsi  les  angles  DAE  et  CAW  son» 

362.    Corollaire.  Dam  tout   mivnflM:    ■    ■  , 
''ascs  cleu.  races  oppo.  J^uS^téir^'"'''''  '"  '"""  ^'■-^-  Pour 

Scolie,  Trois  droites,  An     \n    \p         ... 
données  en  position  et  en  'ongu^'SnLl^t  pSS'"\"'  '' 
Proposition  .,_  Théoré„.e.                        "'^  ^-"^T'Pede. 
303.   7b«/e  section  plane  qui  renconlre         ^'^^^^'^'~ " 


cssln  do  jiiugi 


leurs 


Pax-utes,  pou-  ,j„e  To,,  vole  Tinté. 


solides  nous  supposerons 

tPrinni-   *1/i    i..    ^.__ 


v",  -'M!, 

1^ 


■*V."L'K'.Î 


■leur  (io  lii  fig 


gure. 


tcrtalncH  faces  trans- 


■■MW'. 


mr<. 


Hi^: 


Ml 


m 


^'*^  liLliMENTS   DE   (i^;OMliTIUE 

les  droil..s  A[)  el  MG  sont  parallèles,  com.no  élnnt  los  intersections 
.  u  plan  .e.an  S  avec  les  plans  parallèles  El  et  KII.  Ains  ila  S  e  s 
est  un  parnllologramitie  (n-  8'J).  J)„nc...  ^ 

Proposition  III.  —  Théorème. 

li^v'  ''''"'  '''"»''"'*''*'  ''■""  P">'^'ll<-l'j'll''-'lo  se  coupent  en   leurs  mi- 

i^o'd  le  parallélipipède  1511.  Par  deux 
arêtes  opposées,  15F  et  DU,  menons  un 
plan.  Ces  deux  lignes  ISp^  et  DU  étant 
égales  et  parallèles,  le  quadrilatère 
151'ilD  I  A  un  (tarallélogramme  (n-  9,')) 
et  les  diagonales  1511  et  DF  se  coupent 
en  leurs  milieux  (n"  IVi). 

Deux  diai,'-onales  quelconques  se  cou- 
,  .  I'""'   '■"  'tîU''«  milieux,  toutes  les   dia- 

gona^s  passent  par  un  mên.o  point,  qui   est  le  milieu   de  chacune 

;{*1S.  Scolie.  1"  Le  point  commun  aux  diagonales  d'un  parallélipi- 
pède est  le  eenire  de  ligure  de  ce  paral- 
lélipipède :  c'est  le  milieu  commun  de 
toutes  les  droites  qu(!  l'on  peut  mener 
dans  le  parallélipipède  par  ce  même 
point. 

2"  Soit  AG  un  parallélipipède  rectan- 
gle ayant  pour  dimensions  a,  h,  r,  et 
soit  rn'une  des  diagonales.  Le  triangle 

AHE  est  rectangle  en  A^On  TSl"'  ''"''''''''  "''  ^'  '^"^  '"^"^^^ 
Ml  s'agit  d'un  cube,  on  aura:    d^==3a^,    d'où    d  =  a 


Proposition  IV.  —  Théorème. 


^W. 


3(;r,.  Toulc  section  parallèle  à  la  tase  d'un 
prisnte  csf  éfiale  à  celle  buse, 

•■^oitADun  prisme  quelconque,  et  soif  S  une 
section  parallèle  à  la  base  15. 

Les  droites  CD  et  HI  sont  parallèles,  comme 
étant  les  intersections  de  deux  plans  parallèles 
H  et  S  par  un  troisième,  DU  ;  donc  le  quadrila- 
tère CDIH  est  un  parallélogramme,  et  CD 
égale  Hl. 

De  même,  DE  est  égal  et  parallèle   à  IK, 
I        ,,,  ..  ^-^  ^  f^I-'»  etc.  Ainsi  les  deux  polygones  ont 

les  cotes  respectivement  égaux;  leurs  angles  sont  égaux  deux  à  deux 


jietil  en    Irnrs 


'  à  la  ijiiae  d'un 
lue,  et  soit  S  une 


i/f!) 
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comme  ayant  les  cM^n  mmiiAi,,»  „•    r      ,     .  *^' 

ces  doux  Jolygonessont'égaux^'       ''"''^'"^  ''""^  '"  ""^-^  Hons;  donc 
3'i7.  Corollaire,  Si  l,„ilrs  les  ,i,;'U.~,  lnlr,:.l...     r 

'"'  < ''•"■■■  "'■■"«  /•"■■■"*.,  ^-?./:.;;«:;;::':;;,/:;:;:r:  "-'  "- 

^f  '  ";":K,„:?:3^:i:;«t:,t':;: ■'•'■'»  '™'«  ->- 

i"ï;*»;ïrsx:::'::;^;;;:,-r»'.'-if.-.^«..e.. 


Proposition  V. 


Théorème. 

'•''"''•  '''  l"'»'lnil  ,r,t„c  carie 


lalcial 


iK 


3m    fasurfare  lalrrah  ,r,n,  ,,risn,. 

A.-oi^re5;-s;::c'^''' '•"■-' 

le  p  ■■imètro  est /;. 

L"s  arètos  latrral.vs  EF,  (JH.etr 
sont   perpendiculaires    à  I,-,    section 
'Iro.te  (T,o  :^,î8J,   et  par  suite  aussi 
aux   droites  Ali,  HC.CDnA    nu 
-;U  dans],  plan  de  cette  s'ectfon.' 

Donc  chaque  face  latérale  est  un 
para  leloKranime    qui    a    pour    bas. 


t 


tcy- 


"'■'  Dans  un 
un  rectanirle. 


prisme  droit,  le  développement  d.  la  Hurlm.e  latérale  esl 


¥ 


Mm 


i'>'' 


m 
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37J.  Dénnition..  On  appelle  volume  d'un  rorps  la  portion  do  IV« 
pnce   occupée  par  ce  corps;   ce  mO.n.   n.o.   rlj  \^  ^^^'t: 
nom  re  .,u.  exprime  le  rapport  de  ee  soli,!.  ,.  i-unilé  ,1e  v  ô    me      ' 

Lunile  [irincipale  tics  voiunies  es(  le  mrlre  ruhp  ■  1,..  „r     ■ 
daires  sont  les  unités  .l,'.rivées  .lu  mètre  cube'  '        "  '''""" 

Deux  solides  sont  vgnux  lorsqu'ils  peuvent  c.ïnrider. 

Ueux  s(.  Ides  sont  é-juivalcnls  lorsqu'ils  ont  le  même  voiume  snns 
pouvoir  coïncider.  "'«^"le  vouime  sans 

Proposition  VI.  -    Théorème. 

372.  Deux  prismes  droits  qui  uni  ,lrs  l.asrs  ,u,ales  cl  mn„c  haulenr 

suni  ■■(lanx, 

.Soient  P  et  I"  deux  prismes 
droits  ayant  deux  hases,  Uetl*', 
égales,  et  même  hauteur  /). 

''^i  l'on  Iransfiorte  la  fiirure  P 
sur  P',  les  bases  li  cl  B'  coïnci- 
dent, puisque  ce  sont  des  poly- 
.yones  éynux.  Les  arêtes  AE  et 
(y  AE'  coïncident,  comme  étant 
deux  perpendiculaires  éj/ales  me- 
nées en  un  même  point  d'un  plan- 
et   il  en  est  di       '  ' 


^71 0' 


A-  1 

arêtes  latérales 


I  •  '    I        »...      ,  ei   II  en  esi  ue  même  i  es  autres 

Proposition  VII.  —  Théorème. 

i^Sîa!;nmllZ  ''""  ^""'''"''^'^''^'  '■'•^■"-"■''^  'y-f^  '«  J"-o'Ml  .le  ses 

/l"  ponsidérons  d'abord  le  cas  où  l'u- 
nité linéaire  serait  contenue  exactement 
dans  les  trois  dimensions.  Soit,  par 
exemple,  le  |iarallélipipèd,.  p,  ayant 
7  mètres  de  longueur,  i  de  largeur  et 
.'f  de  hauteur. 

Il  s'agit  de  prouver  ,pje  le  nombre  de 

,;■   ■   .,       .  .  ^'i<''>'<'x  ci'l>es  contenus  dans  ce  parnl- 

teltjjiijcde  est  exprime  par  7  x  4  x  3  ou  S'i. 

Ce  solide  peut  être  décomposé  en  3  parallélipipèdes  de  7  mètres  de 
UeTZ,""'.,  e  '  'T^"-"'  ''"^'  '"  '^^^'^'^"'•-   f^^'"^^"^  Parallélipipède  paÏÏ 

1  rJ,  r  .f      I  "^TT  '"   '  '"^'■"'  ^'"^  ^  ""^^''^  ''-^  lon.^ueurl  mètre  .le 
i.irgeur  et  1  de  hauteur. 

Enlin,  .'hacun  de  ces  derniers  peut  être  divisé  en  7  parties  éeales 
chacune  d'un  mètre  cube.  Le  nombre  total  de  mètres  cubes  es?  lo,  ci 
exprime  par  le  produit  7  x  ^  x  3  ou  8'i. 

•2"  Cas  de  dimensions  fractionnaires.   Soit  a  =  7"' 3    b  =  à"'0    el 
c  =  3  mètres.  •  >         ^    ->  '  >- 


CL-7 


:-.v:^ 


'  la  portion  fin  l'es- 
iiin  'It'sitriK;  aussi  le 
lé  (l(j  voluino, 
e;  les  unit('s  socon- 

•idiT. 
inônio  voiMme  sans 


«  el  ini'inc  hauleitr 

I''   doux   prismes 
eux  bases,  H  ui  je 
le  hauteur  li. 
sporle  la  fi>;ure  P 
es  H  et  B'  coïn ci- 
ce  sont  (les  poly- 
Les  arêtes  AE  "et 
nt,    comme    étant 
ulaires  enraies  me- 
le  point  d'un  plan; 

mùm(^  des  autres 
dent,  et  par  suite 


■  le  jiroduU  de  ses 

)ord  le  cas  où  i'u- 
itenué  exactement 
isions.  Poil,  par 
pipcdc  P,  ayani 
■,  'i  de  largeur  et 

ijue  le  nombre  de 
*  dans  ce  paral- 

5  de  7  mètres  de 
•allélipipède  par- 
;ucur,  1  mètre  de 

7  parties  égales, 
3  cubes  est  donc 

'3,  /j=:4ni2,  et 
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Il  sufll  de  prendre  le  décimètre  pour  unit.!   ,.♦   i      -  ^.     . 

Ce  volume  a  pour  (ormnle  :    \=^abc 
raMénp^;tex,;rlma!;[tii.£:!';r,î:7'"'^'--  ^""--ns  d'un  pa- 
hauteur,  ce  ,,ui  s'exprime  par     V   -  i"i        ^"      ""  '''"  '"  '"*'"  /'«''  «« 

dTs':::^';'  vi:;"tià  s;r;ï  ^^^  .^  "•-"^'-  /'-—  «^ 

'-«  la  puissance  troisième  de  Je  nombr?'"     "''''''  '''"'''^  "-"" 


Proposition  VlII.  -  Théorème. 


droit   lill 

K 

E 


ayant  pour  base  un 


'm.  Le  t'idume  d'un  prisme  dmii  énale  k-  nrndnH  /.  .     / 
haïtien)':    V=]\/i.  J*"'^'^t'>oauitdesaliaseparsa 

1°  Soit  d'abord  un  |>arallélipipède 
parallélogramme  cpielconque  AHCD 

Menons  les  plans  AK  et  BM  per- 
pendiculaires aux  faces  parallèles  AF 
'-■l  l'C,  et  comparons  les  prismes 
triangulaires  droits  ADIK  .'t  BCLM- 

leurs  bases  ADI  et  BGL  sont  égales 
comme  ayant  un  angle  égal  compris 
entre  des  cotes  respectivement  égaux  ts 

t-r;  é^ic^ll^^tZ  ?ï  l;^r  ""'  '"'''  ''^  ''''  """^  *^""- 

roc'ÏSe' A';Slf  r;?irm"'''*^t  ^f  '^""^'^"'  '^  P-«>'élipipède 
donc,  pour  l'un  comme  nonr  p!.'?  T""']  ''  ""°  ^'''^  équivalente; 
base  par  la  hauteur    '  "^''"  '  ''  "°'"™'  ^^"^'«  '^  P'^'^^^^  «e  là 

2»  Soit  un   prisme  Irianculaire  ilmit    Mimm?    n     i 
plans  des  bases  et  menons  l^plan  l,î  la      f"'-  ^^^"""^^^^  '- 

It  '    l    '^P'^"  CG  parallèle  à  BD 

gula  re  dioit,  de  même  hauteur  que  le  prisme 
considère;  et  les  bases  ACB  et  ACIl  sont  octales 
comme  moitiés   d'un  même   parallé  og  amme 
Do'.c  ces  deux   prismes  sont  égaux  hv>  m] 

i;rï;rf:^^^!^^i!*^''«'^"---hau- 


et  une  base  double. 


Honc    le    volu 


me 


droit  égale  le  produit  de  sa  b 


prisme    irianguiaii 


leur 


ase  par  sa  hau- 


Un  pr 


•isme  droit  quelconque  est  décomposabl 


'e  en  prismes  trian- 


v'" 


m: 


•,k^k 


i,*»*' 


1S2 


i 


i!1 
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ss^;!t:,r;iitr  .S''  "■'"■■' ■  "■■•"  '»  "»-  '^-'e. 


Ainsi  11 
l;i  somme 
nonc... 


^  ries  b..bes,  ccHl-à-diro  par  la  base  du  pris.no  consi.iJr.'. 


Propoiition  IX.  —  Théorème. 


S.>it  P  un   pri.sn.o  obli.,uê  .,uelconque.   Construisons   un   prism. 

drnil  l'Memrmo  base  ri  d,; 
mt'mo  liautcur,  et  suppo- 
sons les  deux  solides  co'u- 
pés  par  un  même  nombre 
de  plans  parallèles  aux  ba- 
ses, et  équidislanis  entre 
eiix;  toutes  les  sections 
ainsi  déterminées  sont  éj^'a- 
los  aux  bases,  et  par  suite 
l'gales  entre  elles.. 

Considérons  deux  sec- 
lions_  correspondantes  m 
bases  supérieures  de  deux  nnCio  •  *^'  !"  '  ^^  formons-en  les 
pour  hauteur  la  distance  Ses  dn!  ^'''TV^''""'  '^'  '^  •^'''  '''^«"1 
même  base  et  m Chau  ''",,''■ '"''•  P'  ^"""'''  '•''""^  ■■'^'^"t 
même  de  tous  les  prismes  Zi  'V^aux    n-  ;{72);  et  il  en  est  de 

deux  solides.  ^  analojjues  que  l'on  peut  former  dans  les 

vrai,  quel  que  soit  le  non  bro  L  T""" '^  lu.-n.ên.e.  Et  cela  esl 
ces  plans  croît  indé-H^n^t  llnse^V'''''" ''•  °'.  "  ''''  "'""'^'•'^  ''" 
vers  le  prisme  P  lui-mém"    donf.n  '  '^'"'""''  ^"'"'''  '^"  ^  '^nd 

droit  F  qui  a  même  b  se  .'t  m  m    .'""'f  "'  ''^^l  ^^'l»' valent  au  prisme 
produites,  /.asépa.  S  aL^!    '"''''''  ''  '""  "''«'"'^  '^'^«'^  '" 
377.  coronaire,.  1»  «^«0.  p.,W  ^e  mê,.e  Aau/e«.  e^e  W  é,,.'- 


it  les  hoses  réunies 


ton    commun^  par 
pribine  consiatin;. 


produit  de  sa  base 

uisons  un  prisme 
le  mrine  b;ise  d  do 
•ulcur,  et  Kiipiio- 
(leux  solidcb  cou- 
un  môme  nombre 
parallùles  aux  ba- 
iquiilislanls  enlrr 
lies  les  seclions 
rmi nées  sont  <%a- 
ases,  et  par  suite 
Ire  ollos. 

irons  deux  sec- 
Tespondantes  //( 
formons- en  Ils 
•M  '"t  M',  ayant 
mes  droits  ayant 
;  et  il  en  est  do 
former  dans  les 

à  la  somme  des 
ème.  Et  cela  esl 

si  le  nombre  île 
ormes  en  P  (end 
'aient  au  prisme 
volume  égale  Ir 

el  de  bases  èqui- 


r.lVIlK    VI.  —    i.KS   l'OLYhDHKS 
mleulvx  snni  niHimlenls;  caries  volu 


m 


,1,,;,  ,1  ,     '  '"'    >'  '^    VOIIin 

'l'iils  lie  nombres  ivspeclivement  v^aux. 


mes  sont  exprimas  par  les  pi 


ro- 


lniidiilis 


Proposition  X.  —  Théorème. 

Aulrr  formuli-  pour  h-  m:<  mr  ,1 
378.  Lr  volume  d'un    ,,rismc  „uel 


insuii' 


II'   proiliiii        iiiif 


Kueur  EU  é^ale  à  l'arèle  lali^  h-'^j  '.  :'V7' 
l'OinlH  E  e.  Il,  n,enons  les  p  s  Fl'  'e  llr  ,  "" 
{-..l.culaires  aux  arêtes  laté;;b;"i^^i;;- 
U(j...  sont  resi.ecl  vemenl.''.r-,|,.<  A  ri.  V  P  ■^"  ' 
.li(rcroncesç,J,;,,..;,:;t;.ri,*,/-M;--<. ■ 

mime  plan  Il(j  en  un  mèiiic  nuint  II-  il  n,    .  ,    i 
même  pour  les  autres  arèles  '  "'^  ''" 

^uU.'"lè  t./'""'  t^"'"""'  ^^  "^'  ^^^''"  à  '"'  ;  par 

suiK,   le   pftxuii:    oihinin    A  ni 'Il    />,.i      •      ■      .         ^ 
prisme  cLnt  EFGll  ^   équivalent    au 

raie.  ''  /'"'"«"  '(e  la  serlion  droite  par  farcie  lulé- 

esl'araltiSlt  ''"'""  "'"''"  '"  ''  "  '"-  —  '«  Rameur 


§  H.  -   DE  LA   l'VHAiMIDE 

Définitions. 

un  même  point.  'al.  raies  tnan.trulaires  ,|ui  se  terminent  en 


C 

La  hauteur  d 


e  point  est  le  sommet  de  la 


pyramide. 


niel  sur  le  plan  de  la^i 


une  py-raniide  est  la  perpendiculaire  aba 


■     M  »*•.»■(■■ 


•f^'..| 


ase. 


issée  du  som- 


iU 


ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


Une  pyramide  est  ivianç,idaire,  quadrangulaire ,  pmtanonalc    etc 
se  on  r,ne  la  base  es(,  un  triangle,  un  qua.lrilalère   un  penlaToné  etc' 

La  pyramue  tnangulairo  est  un  /cVrLw,r  f  n-  sk).  Dans  un"  pvra- 
m.de  triangulaire  on  peut  prendre  pour  baseune  face  quëLnque 

381.  Une  pyramide  est  réfiulière  lorsque   la  base  est  un  Dolvirnnp 
régulier,  et  que  la  hauteur  tombe  au  centre  de  ce  polSonë  ^    '^ 
Jjans  une  pyramide  régulière,  toutes  les  arôtcs  latérales  sont  érrale^- 

£  Tde tr"  T  '"  ''''''^^'^  ■•^°-''-  égaux  la  hTu,,  5  'de 
chacun  de  ces  triangles  se  nomme  Vapoihcm,  de  la  puramide  apo- 
thème qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  celui  de  la  base.  ' 

Jwt'uV''''''f  '''  ?>,V«mtWe  est   la  portion   de  pyramide  comprise 
Tla  in  ","'  ''m'?"  *!"'  "^""l^^  '""^"^^  ^''  ^^'^  latérales.^ 

f.^J  r,"  ''^  •:"'""'-■'"  '  '"  ^'''''  °"  «  »"  ''-«'"^  '/«  pyramide  à 

bases  parallèles;  sa  haideur  est  la  distance  dos  deux  bases. 

ty»i  tronc  pyramidal  ré.jnlier  est  la  portion  de  pyramide  régulière 

ompnse  entre  la  base  et  une  section  parallèle  à  eeUe  base   Lefface 

aterales  sont  des  trapèzes  isocèles  égaux;  la  hauteur  de  chacun  de  cï 

trapèzes  est  appelée  apothème  du  tronc. 

Proposition  XI.  —  Théorème. 

383.  Deux  tétraèdres  sont  éifaux  : 

\^  Lorsqu'ils  ont  une  faee  é'(,ale  adjaccnteà  des  anales  dièdres  rc^- 
pcelivcment  e,,aux ,  et  semhlahlemenl  disposés; 

l"  Lorsqu'ds  ont  un  dièdre  éqal  compris  entre  des  faces  rewective- 
ment  euales,  et  semhlabiement  disposées;  l^ces  re^pectwe- 

6-  Lor.'qu'ils  ont  trois  faces  respectivement  eu 
'itsposees. 


•  laces  respectivement  cijales,  et  semblablemeni 


1"  5oient  les  deux  tétraè- 
dres T  et  T',  ayant  la  face  BCD 
égale  à  B'C'l)',  le  dièdre  HD 
égal  au  dièdre  B'D',  le  dièdre 
nr,  égal  à  irc,  et  le  dièdre 
<^l)  égal  à  CD'. 

Transportons  la  première 
figure  sur  la  deuxième,  de 
manière  que  la  face  15CI)  coïn- 
cide avec  son  égale  B'C'D'. 

lion 


On  n  ôâv    a  .  H  ^'''  ^«'"'^••'«,!^'««  leur  intersection  IVA'  ' 

^aJJD\\\   ^'^,.'"^'";f,q"«    -arête  CA  prend  la  direction  C'\'   et 
^t'^.  1^1^'  ^  •  ^^'"^'  '-  ^-^  '^^-^^-  coïncident ,'  ^î 


1 
qu 


-oient  :.;s  deux  lélraèd 


r(!s  T  el  T',  ayant  le  dièdre  AH  étral 


au 


c  An  étral  au 
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^î?;j_A'n',ia.ceACM,,ale.A-C-B,etIa.ceACD.,ar- 

a   A'C,  Ja  face  ACI)   prenrUa   no  iMn      a-^  ^''''^'"  ^     étant  àal 

ace.  sont  égales,  elles 'cini,.rîor'^  i  ^  '  f'  '^"'""^'^  '"''  ^«^""^ 

dant,  les  télraèdres  sont  égaux  '  sommets  coïnci- 

'^"  ëoioni  les  deux  télraèrtrf^c  t  „i  n-    a 
qui  forment  les  andes  tri.'drÏA  et  A    'JT  '''''""'  '*^^  "•«'«  ^^'"^ 

L'égalité  de  ces  (rois  face,  .nt  «      ,'  "    ''espectivement  égales. 

angles  trièdres  A  et  V  coZJl     T%      '"■■  ^  '  ''^  '^'^n'ère  que  les 
ie  point  P.  tombe  s  rV.'  Te     oi      f'f  ^^  ^i^*^,^'^"^  ^^«'e  à  l'B'C' 
étant  égale  à  Ali'D',  ,e  pott  d' tomb  'en  ,/   /    î  ""  T  ^^  ''^'^^  ''^^'^ 
-^o,ssommetsen,.,^,o>tt^rUd^SS 

logu^s  r^:;!^ïïn5:i^:;;^;tf  "»-^d'r^-  étudiés  sont  an: 

lilé  des  trièdres  (  n-  ;J53 )  '        ^  ""  '^^  '  ^'"^'  ^"'«"^  cas  d'éga- 

1°  Deux  ixiliii'dvp'i  omiii-,:   ,     /    !■ 

Proposition  XII.  _  Théorème. 

rapport;  nautcnr  ^unt  divitiecs  dans  un  même 

'''f!^^<'^au  sommet  de  la  p,,ra,nâ  '"  carres  de  leurs 

boit  P  une  pyramide  quelconque,  et  soit 
EC  une  sechon  parallèle  â  la  base  AC     Z 
nons,  sur  ces  deux  plans,  les  lignes^d^oï;:: 

I"  Les  droites  F(;  et  BC  sont  parallèles 
'■omme  étant  les  intersections  de  deux   ,  a's 

SBr  'Sr'  1-f'  --  ••'"  t^oisième'p  a" 
AB;[ï^:iinj^-;;'-^- "es  droites 

SF^GTsBr"'"f"  ""F  '^'  ^^"^•^'«'^'^  â  «AR, 

,=.         M     ;'  '-^'•'  ""e  ™éme  le  triangle  SEI 

si  semblable  à  SAH,  à  cause  de  El  plalS 

t^.'tlolT' ''''''''  "-'■^"^'^^^  °"t"euxà 
"»^ux  des  cotes  communs,  on  a  : 

SI'       ?0      SL      SE       SI 


yB^ 


"St; 


j^c 


rapport  de  similitude  étant  le 


■«l»"~SA  =  gîT' 


""  a  aussi 


j^^  ^^^^  ie  même  pour  tous  ces  triangles, 


AB      BC      (;I)~ATj'   ainsi  les  deux  pol 


ygones  EG  et 


..         i-..*l-    --T. 


ti- 


;>0 


ï?iJ^* 


y*' 


.1,* 
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i 
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ii 


J 

m] 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


base  AC.  ^        '      •^20];  donc  la  section  EG  est  semblable  à  la 

3"  La  similitude  des  triangles  c,ui  on,  le  point  S  pour  sommet  com- 

mun,  donne  la  relation    — =i::5— ^I       ... 

AH      oA  ~  sîT  '    "  "^^  '  "^^  élevant  au  carré  : 

Air      SA'     SÏV 
D'autre  part,  Ie^deu^^olygones  EG  et  AG  étant  semblables,  on  a  • 

Donc... 


Pollygone^EG  _  E  F' _  SE' _  ST' 
i'olygonoAC-;^.-|^--^/" 


«.S  /?""t7/',!;  J''"'  ^''"-'r'  '"">"'  ^'^"*'  ""  '""''"'■  '-'Worl  Irais 
vMe.  Pynunulc  est  purallèlr  à  la  basr  do  ciL  pyra- 

,ZJ'J''  "n'i"'  ''"''''''''  '^''"''  Py>'^"»id<'  sont  rouprrs  par  plusiem-s 
pans  parallèles  entre. eux,  les  seelinns  nhte>,ves  Ll  des  ;Xo 


Proposition  XIII.  —  Théorème. 


387.  Si  deux  pyramides  ont  même  hauleur,  les  sections  faite,  à  éaaie 
Soient  P  et  P'  deux  pyramides  ayant  même  hauteur  h,  et  des  bases 


«i 


'quelconques  B  et  B';  soient  G  et  G'  des  sections  faites  narallèlemonl 
aux  bases,  à  une  même  dislance  d  du  sommet  P^'^aUcltment 

La  première  figure  donne  (n»  SS.'i,  >]  .-  J^  =  g;   et  la  deuxième 
figure:    g^g;   on  a  donc    ^  =  ^,   d'où    g  =  ^.    ..onc. 
388.  Corollaire.  S/  deux  pyramides  ont  même  hauteur  et  de,  ha.e. 


lus  leurs  angles  sont 
G  est  semblable  à  la 

S  pour  sommet  com- 
in  élevant  au  carré  : 


it semblables,  on  a; 


même  rapport  trois 
biisi'  d,'  ci'tir  pyra- 

iprcs  par  plusieurs 
sont  des  polygo)i,-s 
!  leurs  distaitees  au 


s. 

tions  faites  à  ëijale 
'  entre  elles  comme 

Hir  h,  et  des  bases 
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Proposition  XIV,   -    Théorème. 

'^/^'îti;?/;:;;f^,!S;;^î;,:^;;r;i^^''«"i:'^  7"'--  ^^'^'^  >'^  >noi,ié 

'^'pui met,  e  de  la  base  par  l'apothème  de  la  pyramide  : 

côtés  de  la  base  de  la  pyramide   Donc.      '       '    "'  "''''  ^''  ^''''' 

d'une"  ^::ide"rSuSe'tr'Tr  T  ""  ^'^"  '^  --'-«  '«'-aie 
(n..263):  •"'g'Jl'e'e,  on  obtient  un  serteur  polygonal  réynlier 

l^'ï><^e:;::j^!2^^^^^  '«-'"  ><■  P--imètre  de 

•^o    ,"""'/'"'  ^«'.  '«  rt«/H.,s7)m«ic  rfes  deux  apothèmes  In"  S81  1 

tronc.  ""'  "'  P^"""  ^^«^«  'es  divers  côtés  des  bases  du 

Proposition  XV.  —  Théorème. 

irn^£:t%zz';'  '"  '"'  '"™^  ^-"'-"  ^'  ^'-  ^--  '=.-- 

équSnt'r^t'ir"''"  ^  ^^  ^'  ''^'^"^  '"^'"^  *^-'-r  /'  et  ^'es  bases 
Supposons  ces  deux  pyramides  coupées  par  un  même  nombre  de 


r  »,-■'■  ■ 


'M'. 


,.    .  l'V;  ■■;f,  I 
f  7:;  *  ^lll 


^ 


m 


tes  parallèlement 

et  la  deuxième 
rr-    Honc... 

^'l'c  et  des  hase.^ 


no„s,dcr«„,  deu.  seclion.  c„nr,.,p„„d.„,e»  „.  2".!;,  So„,.e„ 


i.\i  •  •  t'     I 


'N' 
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Jeu.  pans     ÏÏ„lf'eo„icu1i'r.    ,v°"V"  '"'"'°"''  '"°  "  "'"»"<'»  "« 

^'n%nT!!^me'^,!TT  ^^'^'^e  pyraurUlr  prut  se  mouvoir  dans 
I         pm  aiuie  a  la  hase  sans  que  le  volume  soit  rhanné 

car  o'„  „„„.  ïT:x%t^;ufr  rr;E„';::.'"'-  ■'-"  '■"»"»''■ 

Proposition  XVI.  —  Théorème. 

'•  (.o„,i,l,TO„s  d'abord  une  pyramidelranguloire  SM:  ■  ,  nous  nom- 

merons  toujou  on  premier 
lieu  le  point  c^ae  nous  choi- 
sirons comme  sommelj. 

Achevons  le  prismr 
AMCDES,  et  concevons  le 
plan  sécant  ESC.  Le  prismr 
se  trouve  ainsi  form('  de  Iroi^ 
pyramides  Iriangulaires,  que 
nous  allons  comparer  deux  ;i 
deux. 

Lesdcux  pyramides  SAM(  '. 
et  ClJES  sont  équivalentes, 
comme  myanl  des  bases 
égales  (les  deux  ijases  du 
prisme),  et  même  hauteur, 

n       ,  ,  qui  est  celle  du  prisme 

Dans  la  seconde  pyramide,  CDES^on  peut  prendre  pou      ....  , .,, 
point   b;    les   deux   pyramides  SCDE   et  SACÊ  son!   é    .iu.- 


les  arôles  latérales 
■  sera  la  distance  de 
es  sont  équivalents 
entes  (-n-.'H?);  et  il 
ne  l'on  peut  former 


"■  le  tio's  dit  j)ro- 
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ra'tuS;  '"  ""'  "■  ^"''^  *  -  '-«■!- 

2"  Une  pyramide  quelconque  SARCDEe^tdé 
oomposabe   en    l^yramides   (rian^u  ai    s    av  „[ 
toutes  même    hauteur,   et  dont  les   lïïes?é 
urnes   forment   la  base  de  la  pyrami  eCa le" 
A  ns,  ,e  volume  total   cigale  le'iiers  de  la  hau- 

1  as  s    7TrV    "'"'"'^"'^    •'"■'  '«   ««•"'»«  ^  eB 

^Sé;é:'tn:::  '"^  ^^  '^^^  ^-^  '^'  ">•--"«    ___ 

/<^^î^;Sr  ^i::;;;r  t^^^^       --  --  ^^'^  -»- 

2°  Deux  pyramides  de  menu-  hauteur  snul  p,w^.    // 
bases,  el   deux  pyramides  de  laeCLtZrT'^''''' 
comme  les  hauteurs.  'qmvaientes  sont  entre    elles 

r^d:'^iJZr"''  "''''""''-'  ^«'  décomposaile  en  trois  py. 
2»  Le  volume  du  tétraèdre  rcnuUer   en   /V.»w       j 

''S'  Vi2«V2.  En  effet   «oit  Al<  M  l  ^  "  '^'^  '""  «'•^''''  »' 

/12     V      £.n  euti,  soit  AH(,  la  base  d'un  tétraèdre  régulier,  H  le 


Volume  SAHC  =  V,  surface  AHCxSH:^  i/,.W.  W  âîT 

^-^-'^^  =  — î  =  ¥:      d'où    An  =  «v/3 
La  hauteur  SU  s'oblient_par  le  triangle  rectangle  AHS,  dans  le 
quel  SA  =  a,  et  AH  =  2/3  AI)  (n- 183)  ^^.^^^^  a^^ 


On  a  donc  : 
d'où 


3  ~"T 


SH 


-■a 


il 


'[•''M;-!:- 


li'-rs  ,lr  In  haulrur  du  imnc,  niulUpi,. 
('■  leur  ittojioinc  (iêomclriiji,< 


iSlements  de  géométiue 


;l  donc 


a    ,,y 


il 

y/M 


01! 


Propoetition  XVH.  ~  Théo 


iréaie. 


:m    Le  volnmr  d'an  Ironc  de  pynunl./e  à  ba.^c.  paralirH  ,h,nh 


))ar  la  .connue  des  hnsrti  ri 


>    , 


1"  Soil   «abord   un    (ronc  d'^  pyra- 
mide  triangulaire   il  bap."5  parallèiet, 
AVlr.DES.  M'.noi.s  lef  piana  SAC  ol, 
i.SC  ;  le  solide  entier  se  trouve  décom 
poséj^n  troisjiyrrunid.;,,  trianyiii;iiros, 
SAMC,  S<;i)E  et  ££\(:Ë,  ou  i>',  l",I>"'.' 
La  première  SAMÏÏ,  a  i)our  base  la 
base   inférieure  H   du  Ironc,  at  pour 
hauteur  la  dislance   des  deux  bases, 
c'est-à-dire   la  hauteur  du  tronc;  son 
volume  est  donc  ','3  li/i.. 
Dans  la  deuxième  pvr.imide,  on  peut 

base  H'  est  1-,  h-,..  ■  ■  P'^"^''*^  '°  PO'n^  G  pour  sonunel  ;  la 
1.  h  ,  :,  ^"^^  supérieure  du  tronc,  et  la  haute,. r  est  encore 
la^hauteur  du  tronc;  le  volume  de  celte  seconde  pyramide  est  do„" 

r  .Jl      I         '    ^  """^  '^"'"'^  '^"^'''^  eux  comme  leurs  bases  AC  et  DE 
Ces  deux  lignes  etanUIes  côtés  homologues  des  triangî^^s  semblables 

lui  rai)prochant  tous  ces  rapports  .''gaux,  on  a  : 


AC 
DE^ 


s/\V 


d'où     P"'--=-^il.p'_iii.ln',        ';   V"H"      , 

frique  entVriés  ^^^  H^^ôr^^  '-'•  ^^^  "-  -^.Venne  géomé- 
La  somme  dos  trois  pyramides  donne  pour  le  volume  d 


•IDC 


(D-+-B -+-/Bir) 
ronc  de  pyramide  quek 


h  bases 


fW 


HT 


me. 


12 


es  )>arnlir!''s  rijalr  h- 
fiomme  des  lie. ses  ri 

un    Ironc  d'^  pyra- 
à  bai=es  parallèlet , 
3  les-  piaiio  SAC  cl, 
er  ,so  trouve  dcooju 
nitloA  triangulaires, 
AKK,  ou  i'',l •',[>'". 
Vin,  a  pour  base  la 
du  Ironc,  oi.  pour 
e   dos  deux  bases, 
leur  du  tronc;  son 
,  15/., 

!  pyriimido,  on  peut 
''  poi;r  sommet;  la 
haute,!!'  est  encore 
pyramide  est  donc 

'.l»E,  peuvent  être 
commun;  la  hau- 
\l);  ces  pyramides 
G  DE;  or  ces  deux 
Lre  les  deux  paral- 
rs  bases  ACet  DE. 
angles  semblables 


amide  qui  aurait 
moyenne  géomé- 


me  ri 


uju 


IDC  : 


,  à  basi 


milE    y,.   _   i,KS   POLYKDHES  iQ^ 

"lie  pyramide  triangulaire  S'IV  ayant 


mémo  hauteur,  avec  une  base  li'  ,.qui- 
v.'dente  à   li;  et  délachons,  parallôle- 

«  ^ 'a  base  ir,  une  py.;,;,i;:ï;lr- 
Utile  b(.  de  m.-me  hauteur  que  SC 

LesbasesMetiré(,-,ni,:f,uivalonles 

es  sections  n  et  CTailes'à  des  haï: 

eurs  égales  sont  éf|nivalentes  (n"  388) 

l-es  pyramides   partielles  SC   et  S'c" 

sont  équivalentes,  comme  ayant  même 

fn-SIn  '1  ^'\^r'  -^^^'-lentes 
{r>  .Ul],  Il  en  est  de  même  des  pyra- 
mides totales  SD  et  S'U',  et  par  consé- 
quent aussi  des  deux  Ironcs  T  et  T' 


On  a 


Ij,        ,  .-.  ^^^  muuiu.-s  iiases 

n==cii  =  {y,)  =/■•%     d\m    JV:=li/,..  En  portant  eetle  va- 
leur de  H-  dans  l'expression  du  volume  du  Ironc    on  •. 

V=</;iMD  +  HA-^4-v'H^)'        " 

(.Ute  formule  est  commode  pour  les  calculs  pratiques. 
Propcition  XVIII.  -  Théorème 

^'^■•'::::^^^^^^^^^^^^ 

1"  r-onsidérons  d'abord  un  tronc  de  nrUm^  ir.;.       i  • 
DES;    appelons    B    la    |",e  '^^  P"'"™*^  ''^"'ng"J«'re  droit  AMC 

AMC,  et  m,  n,  p,  les  arêtes 
latérales.  Menons  les  plans 
ASCetESn.Lesolido  entier  se 
trouve  décomposé  en  trois  py- 
r;' m  ides  triangulaires,  SÂMC 
se  DE  et  SMÏE. 

Lapremièropvramide  S\MC 

alîpourbaseeil'arèfempour 
haute-"  ■  -■     •  - 


3  Uni. 


">■;  ainsi  son  volume  est 


Dans  la   seconde   pyramide 
ftl>lJE,  on  peut 


peut  transporter  le  sommet 


'.■-II***'--!' 


«:.•  '^v: 


??■,"■! 


Xy 


IH 


i  ■ 


M''«'';H 


fi  'i 


M 


^^"^  FÎLÉMENTS   DE   GIÎOMÉTHIK 

iZrf^'u^  "'«■'«  ^«l'e  Pyamide  a  |.our  base  AMC  ou  15,  et  pour  hiu 
leur  l'ari-te  »i  ;  son  volume  est  <lonc  1/.,  H//.  "  '  >  ♦-i  POU''  lau- 

àuhnM'.!!^,  ''•^■''"î'^'''  "  •■''"•■^  f""--  ''««'-'  ^^MC  ou   JJ,  et  pour 

hauteur  1  arête  p;  son  volume  est  donc  i/;j  lip.  ^ 

Kl  le  volume  total  égale  Va  ^  (m -,-n-+-;>)  ou  bien  B  .  ?^i^::"-±-/' 
2"  Si  le  tronc  triangulaire  Mî  n'a  nas  ««a  ..rM  ,„  i  •  •    i 
cnculaires  .  Tune  d.s  i,ses,  on  t^u'ulirsï  ir      i  f  ^qS  I;:K 
ce  solide  un  deux  troncs  de  prismes  droits  V  et  V.  '     ^ 


I   ^"  ;'  y  r-  ^  '=?  s  (  w  H-  n  +  ;,  ),  et  v  =  1/;,  s  (  »*' 


P 


■n'-i-p').  Donc  le  vo- 
ou  la  section  droite 


s  mullii)li.'.p  mp   n  «/    ^^1  .  "^/M,  l'u  1.1  section  ciroie 

o  muuipiiLe  par  le  1/3  de  la  somme  des  trois  arêtes  latérales.  Donc... 

§  m.  -  DES  POLYÈDRES  SEMBLABLES 

m    Définition.  On  appelle  poh/cch-cs  semblables  dos  polyèdres  dui 
uiemtnt'Sur"'"""""'  "'"'^'^^'^^'  ''  '^  -^^'^  -Udls  relpe'" ' 

/-£;  "  '■''"'''  '*'  ''"'  '''^""'"•^"  ^'"'^  ''""•^-  ^""-  i-'y-''-«  -vc».- 

j"  Ae«  r//tv/,rs  /io»io?«r,,(c,s  .so;(<  tv/a«,ï,-,  car  ces  dièdres  appartiennent 
à  des  angles  solides  qui  peuvent  coïncider  •  IJ^'ruennenl 

2»  Que  touk-sles  dimemions  homologues  sont  dans  un  même  rav- 
hS  T  -  ""f  '  homologues  appartiennent  à  des  polygones  cm  - 
blables  relies  entre  eux  par  .les  dimensions  communes,  eflesautî. 

!;rs^:;^=isr'^'  '''-  '-''-  -^  -^^-  hoi^oio^r;;;; 

Proposition  XIX.  —  Théorème. 

m    Tout  plan  parallèle  à  la  base  d'une  pw-amide  délermùie  ,,„. 

nouvelle  pyramide  semblable  à  la  première  '^'^i'^'mine  une 

Soit  SB  une  pyramide  quelconque,  et  soit  M'  un  plan  parallèle  •„. 

H  SB  i  m'"  r'''  ''•  \':'^''  ^'  prouver  que  les  deJx  ,  vramid     S 
et  SB  ont  les  faces  semblables  chacune  à  chacune,  et  lel  angle    so 
lides  respectivement  égaux  i'iii,ith  so 

hl!bles1-!o'ï?,^,''  ^I  ^;«"t  P?''«lièles,  les  figures  B  et  B'  sont  sen. 
hlr-bles  (.."  .^8.V  ;  les  droites  AC  et  A'C  sont  parallèles  (wimy,  donc 


ou  B,  elpourhau- 
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-.."ctS,!,^:;  ,t.''''^'  ■°"'  ™'"° -•  ■"  "  »"  -i  .'0  „.„,„  .,„. 


>■  .  M  " 


*i!  .; 


:iTA 


de  détermine  une 


.ritdœ;7étA'j'es^^,rcli:XTJr   ''""\Py«r"i^loB;  dans  les 
ni.partenant  à  .les  polS  s  sembla  ' '^^^ 

'•t  A' sont  égaux  (n'as^    'M    ^^J'"'^''^'^'";;  "".h,  cen  m.Kh'H  Irièdres  A 
Donc...  '     ^''•''  ■'  )  '  '^^  ''  en  esl  do  môrno  do»  aulros  Irièdres 

-t  mené  au  dell  du  soiet    e  ^,,^0  TB^tV'.'''''  "''""^  ''^  '^  P'^» 
inverse.  '  '^'''-'^nienis  bont  diMpoijéH  dan»  un  ordre 


Proposition  XX.  -  Théorème. 


m    Dcuxtclraèdvn  sont  snnhlablrs  : 

.■.^f2;i£^r,ï:,::;S,;S,™3t - .,.«- 

■•tux  dièdres  EF,  EH    FH  Pr^nni;.  i     .  '  ''"«l'"«l'v<!ment  égaux 

semblable  à  T'  f  no  '<00     et  il  s.  m,  h  '""   ,    "'""'  'lôtor.niné  est 

(raèdres  T  et  T"         ^  '  '"^"^  ''''  P'""^"^''  '"K"li(é  des  deux  té- 

-MaEt^;^":^:^^;^' -"''^f  ^  ^"-""  -  ^'''""Klo  EFII,  sont 
triangles  sor,  égaux    '  '"'"'  "  ^'^'^  ^'^  '^»'""  î^'.  ^es  'deux 

l^ar  hvpolhèsp     Jn=   H!f  '  ■       \n       -i 
égaux  à  EF,  eh;  FH;  I'^;."!;  .dres  FH  eMI  ?'  .'""^  '•««P«f'liven,en( 
't'^pondants;  ainsi  le  die,  re  i  1)  éJale  IL    e    î     T"'"  'l'""'"*^  '^^^- 
-  i    sont  égaux  co..e  ayant  nn^^t  î^^lf  a^^L^X  ;£S;: 


'■Z  i'^'i: 


1 


K  ■  î 


lli! 


.i;rî 
«1' 


'î,  ' 


r    .■ 


^>i' 
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38;},  i").   Donc  le   lelrnèdre  T  est  scm- 


respocliveinon!    .if».,,, 

*|,Hfe°^lo;'!:;^„S;;:;i"î^..;i  'i,',:^?::  't,î-"""  ^i',';-' 

i.t's  irianglrs  MU)  et  EIL. 
semblaliltis  chacun  au  trinngif' 
El''fl,  son!  suiii  1)1,1  bics  l'iitrc  fii.v; 
l't  rniiini.'  lo  côlé  Al!  ôgalo  El  . 
ces  deux  iri.inglos  sont  ég.-iux." 

I»i'  même  les  triangles  AMC 

cl  KIK,  sembidbles  chacun  an 

triangle  EFG,  «ont  semblables 

entre  eux  ;  et  comme  le  cùlé  Al! 

égale  El,  ces  deux  triangles  sonl 

égaux.  Donc  les  deux  tétraèdres 

un  Hièfli-,.  A,y  .1  '^  ^^  ^    **""•■  égaux  comme  avant 

"  )    et      lï  .    .""''t  "  '""''  '^''  ^''''  respectivement  égales  (n-  ÎK 
-  ),  et  le  tétraèdre  T  est  semblable  ,.  T'. 

VaLr^jTT  '"'  '■'""  ''■■''■"'■^fl''^'-T  et  T  ayant  les  troi^  f.,  .  -  d. 
angle  sol.de  A  respect,  ve.nent  égales  aux  trois  laces  de  l'angle  solide  E 

Pt  il  i,Vr;   r"*'''^'^'^  1     ainsi  déterminé  est  semblable  à  T'  fn-  /.OO 
et  ,1  suffît  de  prouver  l'égalité  des  deux  l.'.traèdres  T  et  T" 
Les  triangles  Al!|)  ,i  EIL,  semblables  chacun  au  triangle  EFM 

leiraedrts,  le  cas  d  egjlite  correspondant  a  été  anpiiaué  entre  le  Ir 
traedre  donné  T  et  le  tétraèdre  auxiliaire  T".       '  ^  ^      "  "e  le  t.  - 

Proposition  XîX  —  Théorème. 

403.  DeH.v  pohjèdres  mnhlau       ,o<      dcromposahhs  .      „n  >nnu.- 

et  A'b'c'.''  '^  '"  ''""''  ''"'J'^''^''*^^  semblables.  Menons  les  ,    ,ns  AliC 

avant  les"?.!'' ""'^^T   ^^^  ''  ^^^  ^«"^  semblables,   comme 
ayant  les  faces  qui  forment  les  angles  S  et  S'  respectivement  sem- 


:■■■»■ 


(•■Inii''cire  T  est  scm- 

■iiit  le  di.'dre  Ali  tîpal 
aco  A  lu;  semhl.-ili!,.  à 
menons  lo  pl.ui  IKI, 
ni'  in(,  soniliiahle  à  T 
i.\  li'lraèilres  T  et  T", 
inglrs  AHL)  et  EIL. 
s  chacun  au  Irijinglc 
8(jml)l;ibif'S(jntrccii.\: 
le  cùl,;  AI!  égale  I::i  , 
^i.inglos  sont  égaux, 
e  les  triangles  AIU) 
^mbl.ihies  chacun  au 
l''G,  sont  semblahlcs 
et  comme  le  rôle  Alî 
isdeux  triangles  i-onl 
ic  les  deux  tétraèdres 
l  égaux  comme  ayant 
ment  égales  (u"  ;w;i, 

Ht  les  troir.  f;,. .  ,  ,|,, 
3s de  l'angle. solide  E. 
e  plan  IKL  |.arallèle 
l'ihie  à  'I"  (n"  40(1 
J'  et  T". 
1  au  triangle  EFII. 
'■gale  El,  ces  d-'uv 

HC-EIK,  et  ,|ii. 
sont  égaux  comme 
idreTestsemblahlo 

d'être  élabJis  pour 
ludo  (h's  triangles 
""47],  (les  Irièdres 
i-  de  similitude  des 
pliqué  entre  le  Ir- 


<et)iblnlth'mcnt  dis- 
ns  les  ,    ms  Ain. 

mbiables,   comme 
pectivement  sem- 
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i'Inl^os;  car   ces  n.ces  appartiennent  à    d-s    polygones  semblables 

^^f^Xr^'Z^ZZZ::''''-''-^  "^-'"-'  •-  po- 
los ..ces  m.  :.,.vin.  .ont  semblables  ..mme  appartenant  aux 


:i'di^r"'S^'ÎS  arSf't-  ^T  ^-^"-ii^.  es  K  et  K'  ont 
l-sées,  et  il  en  e~l        m  ,     'J^' ^r;^'''^'- ^'''"'^^''-^  etaie,.t  com- 

'•"■^laM       n  A  et  V'  inl  éâ  mv         •^'" '"'f  ^'«S!  donc  les  angles  solides 
on  H  et  .,  en  .:  e.  ,    lol.'é^aûx  """"  '"  -^'--lides  ,ui  restent 

tétraèdres,  lesquél.         ,T   1;^  ë"ÏÏml' S^  ''  T  '''''  ''"'■^  'ï"^'  ''""^ 
^  '"*-"<=o'e  semblables  entn^  eux*.  Donc. 

.b'i:de't;s;:f:;,:^;t^:;î%r^  de,.  ^  deux,  co,„„,e  étant 

et  les  faces  sont  sembS       S  -^j  ,\''  ■-^'""^^'.^-'"ent  disposés  ; 

.nangles  respectivement  ^^J:^:^:^^S::.X^2::Z^. 

Proposition  XXII.  —  Théorème. 


môm 


le  rapport  (n"  39'J 


9<A 


ans  un 


»:.= iic:,-\r^;:r»::  r^:;;r- »,ri^=r 


:*>'«•.;. 


I 

Pi 


I6({ 

"n  a  donc  : 
"n  ;i  aussi  : 


fil.hiMENTS   DB   «hîOMhlTHIh: 


Il       a 
tt'      a' 

,T    =1   —r 


"où,  en  multipliant  membre  à  membre  : 


h'^     ^     f''~«';.li7,'ouP' 


i 


m 

Si*  i  ■     ■• 

i);     A- 


X)- 


•2"  Soient  .leuxj.olyètlressembiablrs  quelconques!' et  !''•  \   M  C 

enhnmer;n'X,irn"',''^''r''"'l''''^^''-^^  "ï"'  ^''"^'^"t  ces  polyèdres;".:; 
enun  m  et  //i  doux  nretos  homologues  quelconques. 

Toutes  les  arêtes  homologues  sont  dans  le  môme  rapport  ^  f  n-SO't 
-"),  et  les  pyramides  partielles  sn„i  entre  elles  dans  le  rapport  ^: 


ainsi  on  a  : 


vi' 


M 
lî' 


=  :^,=  li,^Ç      _   A-^B  +  C...  ou  P 


Donc... 


On  a  : 


et 


A 

_  '^^'^  '*'~''      A'-t-~B'+c'::roui" 

volumes  partiels  homologues,  P  et  1"  l.s  polyèdrî^Srl  ' 

§  IV.  —  DE  LA  SVMÉTIUE 

Définitions. 

ce1I;nt"?Sl^.  rmill'tti  '^'^  "^^'"^^  '  ""  ^'^"'^^'  '^^^^ 
I--  i-..ii!i  ....!  (C  miiieu  de  la  droite  qui  luinl  les  nromiAra 

Deu.  points  s.nl  symHri,^.s  par  rap,î,rt'à  une Z^To^sque 
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1(17 
iiil  les  (It'iix 


■i'V 


(lie;. 


A 


'A' 


A 


A 


■■IVfir/i  ■ 


rapport  -^  (ri" 39',», 


points.  '"""  "  <•'-  'J  «Iroilo  qui  joint  les  duux 

-^"^r/l:!rioS;;;;';;;;;;;;;^'-^r.ar  rap         ,,„,,,, ,  „„ 

Propcition  JCXIH.  -  Théorème. 

.uL.     '""  ^•""■•■^  ^^"-/oY»es  pa,.  rap,url  à  un  axe  sont  supe.po. 

Soient  SAHC  cl  ^'A'Iî'P'    i 
r.-.xe  XV.         ^  •  '  ^  ^  l' t,   deux  polyèdres  symétriques  par  rapport  à 


yi  Ion  l'ail  faire  à  la  Heure  saU(^  .,       i      ■ 

"guic  SAML  une  demi -révolution  autour  do 


«..  '  '  1 


^     Pr„,..i«„.  XXIV.  -  Théorém.  d,  B„..i,. 


*■,'"'■, 


mm 

'"■.T-' '    'i 
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M?°'o  u'u  noinr.n'î'r'''  ''  ''  •^""  ^y^'''"''"^!"-  P'-""  rapport  au  plan 
»i.> ,  u  un  point  (pielcoiique  pris  sur  co  nlan    ^i  r*"'  lô  n  - 

trique  de  I'  ,,ar  rapport  au  pLî  L)  ^       '       ^     '"  "^"'"^  '^^■"^'- 

Menons  la  droite  OP  |)erpoii- 
diculaircau  plan  MN;  joignons 
les  points  homologues  des  deux 
ligures  F  et  F',  et  de  même  les 
poinis  homologues  des  figures  F 
et  l'";  enfin  menons  01  et  S'S". 
Les  droites  OP  et  SS'  sont 
parallèles  comme    étant   per- 
pendiculaires au  même    plan 
AIN;  donc  la    droite    OP   est 
dans  le  plan  du  triangle  SS'S"; 
et    comme   le  point  0  est  le 
milieu  de  SS",  le  point  E  est 
aussi  lemilieudeSS'(nol79j. 
D'autre  part,  dans  le  trian- 
gle   SS'S",   la   droite    01    est 

joignant  les  milieux  des  deux  autres  JS^l^'S^^'^^îà^;:! 
pendiculaire  a  01,  esl  aus.i  perpendiculaire  à  S'S",  et  les  deux  point, 
bats    sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe  OP 

Ces  F'  et  F"  n  ..  '  .  ^'  ••;'  ''  P"'"  '"'''^  '^  '^^^^'^^  ^'«^  ^l''ux 
ligures  1'   et  I'    |)ar  rapport  à  ce  même  axe. 

Or,  par  une  demi-n'.volulion  autour  de  l'axe  OP,  la  figure  F'  vien- 
drait comcider  avec  F".  Donc...  -J  "feUIt  1     Mtll- 

'ill.  Rkiproqmmenl  si  deux  fi^jurcs  sont  s,jmclrinues  par  rannorl 
a  un  centre,  on  peut  les  plaeer  de  telle  sorte  qu'eL  soTentsZl 
triques  par  rapport  à  un  plan  quelconque  meni par  cepo    t     '' 

Soient  les  deux  figures  F  et  F"  (même  ficrure)  svméiriques  nar  nn 
port  au  cen  re  0,  MN  un  plan  quelconque  mené  par  ce    oint',    F    ^ 
figure  symetri(,ue  de  F  par  rapport  au  plan  MN. 

Si  Ion  inène  l'axe  OP  perpendiculaire  au  plan  M,  on  •dé.moniren 
absolument  comme  au  théorème  direct,  que  les  deux  ligures  F'  et- 
sont  symétriques  par  rapport  à  Taxe  OP. 

Or,  par  une  demi-révolution  autour  de  l'axe  OP,  la  figure  F"  vien- 
drait coïncider  avec  F'.  Donc...  b     ^  •■     vi^n 

Corollaire.  Si  pour  une  figure  donnée  F,  on  considère  deux  sqmé- 
tiques  l  une  F  par  rapport  à  un  plan,  et  l'autre  F"  par  rappr  à 
un  centre,  ces  deux  s,,métriqucs  V  et  F"  sont  supcrposables. 

Proposition  XXV.  -  Théorème  de  Bravais. 

'|12.  1°  Deux  fiiiures  «nniêlriniiiv  rl'i,u,i  i-,fi«^  n    . 

/■/,.«  ,.,.»/-...o  ,rn-      ",     'U"<^<  >i<ini^  a  une  même  fiyurc  pur  rappurl  à 
a(s  Lciitres  dijlcrents  sont  égales. 


|H)1 


^   .      .    ,  '"'^^^   ^''■-   LES   POLYÉDIiES  AfiQ 

Soient  A  (.'I  R  rlpiiv  (1  ^"" 

r  -'  -"l-  0;eUa"^cÏÏe";n'^"'^'"  ^'^  ^'  '^  P---e  par  rap- 
,  !'«'•  les  deux  point    0  e    0     m      '"^'^'"''  '"^  •^"""''^  ^^' 


K 


■  (^}^'-... 


--/A) 

-M) 


(.:' 


iir:'.. 


la  figure  F'  vi(,'ii- 


!a  figure  F"  vie 


irc  par  rappvii  a 


(^■\)     m 


/l'/urrpar  rapport  à  <lc 


4^Sz;%sr"'^  "■« ■ 

""  l-ml  <,u,.|c,„„;„e  0  de     „  0  «c.  „  T    T  '''"?  ^'^  '^"""O'^'L 

L»  ligm-c  A  peut  ,■.!«  Iran.po'.  S  ,  ™  V   I''™"  '''""• 
•lii.'  .lu  C  par  rapport  .™  p„„  ,  f  ^ri.,;   '    ,      î"'"™  "  ""■«  ».ï'n''tri- 

;'tl-o  siin.tl,.i,|u,.  ,1,,  ,;  ,.,,,„',"  ''^'"'^Çn-e  en  B,  ,1c  „,a„ili,.„  j 

■-  '•")^  «.  ».™.  I.S  J.„.  „K  A  S','  oo-5r  tL"  ^°""  " 

,'^v..  parla  m™,»  ùlal,li„  <la  ,f  ;'''°  ^J  .'"'l'I'»''' «  ""   poinl,    «e 
t.'.lo  n-niarquo  permet  do  rl,„L,  ,'.'""  I"?'' '■»l'P»rt  "  "n  plan. 

P.opo,i,io„  XXVI.  -  ThéMé^e. 

''J'.'.'"l«l^;r.S*  rî™t-,«  >»  «n,re  do  ,,n.,,,r;e 
'  =  ;M.'d''™!;;,:^'l^l,'-fr'»A«.A'.^lanU,n,..ri,p,o, 


i'";  <(«/;•(' 


<»A  =  OA;    d 
'■traiix  comm 
l"''(!vement 


«yantenOunangle/.,,.lerm  '• 


011  a 


et  OA'ir  sont 


parai 


gaux;  donc  le  col,'' Ah'  ,;o-a| 


boit  EJ 


"es,  a  ciiu.^ed  s  antri 


'"•"-'  sccanle  (|uclconc| 


gale  A'B',  et 
LS  égaux  UAH  et  OA'B' 


l'i'i'-  entre  des  cùtÔ!: 


l'es- 


t;cs  droites  sont. 


menée 


U"    ( 


par 


^)- 


i'-'  centre  de   svtne- 


ma 


'^»1' 


■<v;5v 


t.v- 
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Irie:  les  triangles  OAE  et  OA'E'  sont  égaux  comme  ayant  un  côlé 
égal  (OA,  OA'),  adjacent  à  des  angles  respectivement  égaux;  donc 
OE  =  OE'  et  les  deux  points  E  et  E'  sont  symétriques';  ainsi  les 
droites  A13  et  A'iV  sont  symétriques,  puisque  chaque  point  de  Tune 
a  son  sym.'trique  dans  l'autre. 

Donc  une  ligne  droileapow  sijmclriquc  u)ic  aulre  Ihpie  droile,  àjale 
et  parallèle  à  la  première. 

2"  Soit  AMG  un  angle  quelconque,  0  le  centre  de  symétrie,  A'B' 
et  15'G'  les  droites  symétriques  de  Ai?  et  de  iiC. 

_  Les  angles  ABC  et  A'H'C  sont 
égaux  conmie  ayant  les  côtés  res- 
pectivement   parallèles   et    dirigés 
tous  les  deux  en  sens  op|iosés;de 
plus,  les  plans  de  ces  angles  sont 
parallèles.   Donc  un  umjlc  a  pour 
sijinélrique  un  autre  anijle  éijal  au 
premier,  el  les  plans  de  ees  amiles 
sont  parallèles  (no  320]. 
3°  Soit  le  plan  AC,  et  soit  0  le  centre  de  symétrie.  Par  un  point 
quelconque  B  pris  dans  co  plan,  menons  à  volonté,   dans  ce  mèmr 
plan,  les  droites  BA  et  BC,  puis  leurs  symétriques  B'A'  et  IVC. 

Ces  dernières  droites  sont  parallèles  aux  premières  (1"  cas  ci -des- 
sus); ainsi  les  plans  AC  et  AC  sont  parallèles,  et  un  point  quclcon(pie 
de  lun  a  son  symétrique  dans  l'autre.  Donc  un  plan  a  pour  sijmè- 
Irique  un  autre  plan  parallèle  au  premier, 
'i"  Soit  le  polygone  plan   \BCD,  et  soit  0  le  cenire  de  svmélrie. 
bi  ion  prend  les  points  A',  B',  C,  D',  svmétriques  de  A,'b.  C,  D 
les  deux  polygones  A15CD  et  A'B'C'D'   ont  les  côtés  respectivement 
égaux  et  parallèles;  les  angles  sont  respectivement  ('gaux,  et  les  plans 
AL.  etA'C  sont  parallèles;  ainsi  ees  pohjijones  sont  égaux,  et  lenr.< 
plans  sont  parallèles. 

Donc,  par  rapport  à  un  eentre,  une  fujurc  plane  i/ucleonquc  a  pour 
symetru/ue  une  autre  figure  plane,  égale  et  parallèle  à  la  première. 
Le  théorème  pourrait  être  démontré  d'une  manière  analogue  dans 
a  symétrie  par  rapport  à  un  plan;  mais  on  remaniuera  que  c'est  seu- 
lement dans  le  cas  d'un  eentre  que  les  ligures  planes   symétriaues 
sont  parallèles.  ''  ^ 

Proposition  XXVII.  —  Théorème. 

■'il  'i.  Un  angle  dièdre  a  pour  symé- 
trique un  aulre  angle  dièdre  égal  au 
premier. 

Car  si  l'on  considère  la  symétrie  pur 
rapport  à  un  centre  0,  chaque  plan 
du  dièdre  AB  a  pour  symétricjue  un 
plan  (pu  lui  est  par/dièle  fn"413  ;5«', 
et  ainsi  les  deux  dièdres  AB  et  A'B' 
sont  é'gaux  [n"  32'J,  S)"]. 


-ft 


re  lùjDe  droite,  l'ujale 
3  de  symétrie,  A'ti' 
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'<lo.  Corollaire,  Doux   angles  solides   smnélrinue^    nm   1 
'■espect,ve,neul  é>jates ,   et   leurs    dièilr..    '   "^"'?"'^«    «"'    ^('"'■S  faces 

comme  ce.  élémcius  s;nt  di^i-f  de  ^/tTî^r^  '^"""-   ^^'^ 
'"verse,  les  deux  angles  solides  ne  sonfnf«  ''?'  ""  °''^''*^ 

alors  qu'il  y  a  égalitùpar  .j/lî'n"  '^'^  «"Perposables.  On  dit 

Proposition  XXVIII.  —  Théorème. 

'Ai).Deuxpnl^èdres  symétri,fues  sont  equimleuls 
1"  Soient  d'abord  deux  tétraèdres 

,  ^''^  ,V.f^'™''"'"'"'^'*  P^''  l'apport  au 
plan  MN;  construisons  un  troisième 
tétraèdre  T"  symé'Irique  de  T  par 
rapport  au  plan  de  la  base  A\M: 

Les  deux  points  S  et  S"  .'"tant  symi- 
Inques,  sont  équidislants  du  >Ian 
AbL  ;  ainsi  les  deux  I.Uraèdres  T  et 
1"  sont  é(|uivaleiits  comme  ayant 
même  base  et  même  hauteur. 
Or  les  deux  fi-ure.s  T'  et  T"  symi- 

Inqnes  de  T  par  rapport  à  des  plans 
dillerents   sont   égales   (n»  ip'    o„). 

donc  T'  est  équivalent  à  T      "'  ~  ^' 

lét^S  sSé;ïiî.ï'S;;;;S;!::^!;?"^"-  -»^  décomposables  en 
eux-mêmes  équivalents  '      "'  '"'  Polyèdres  totaux  sont 


:•■<  A 


■■'■■{%.(::-<l 


EXERCICES  SUR  LE   LIVRE   VI 
Théorèmes  à  démontrer. 

4.  I.e  volume  d'un  tétraède  ùa-\\o  in  1      .•  -  '  '"'■^<- 


PerDoudlculairo  qui  lenconf  .•.>..,,,  >,    "  ;""' ''^'''"""î''  rOgullèro,  ou  ,; 


11  cat  Lo- 
•iwndkulaii'c 


;*?5^-' 


?»-s 


!•?<: 


^■:li\ 


»•>/•■ 


II 


il';' 
'h  i>. 

Vtt/>  .1 


1(5 


rm 


m 


/  j   lit? 
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«riiiie   cnlss(>  (ini  a  la  forme  ot  les  (îlineiisions  d'un 


aux  points  (Tlnterseetlon  de  cette  droite  avec  les  faces  latéi-alcs  est  ronstantc 
quelle  (1110  soit  la  position  du  point  pris  sur  la  base. 

8.  Dans  un  tétraèdre  quelconciue,  les  (i  i)lans  bIssccUMirs  des  dltVlres  so  ren- 
contrent en  un  même  point,  qui  est  (;quldistant  des  4  faces. 

9.  Sur  les  trois  faces  latérales  d'un(>  pyramide  triangulaire  dont  le  sommet 
est  S,  on  construit  des  prismes  triangulaires  quelconques,  dont  les  bases  supé- 
rieures prolongées  convenablement  se  rencontrent  en  un  point  commun  O  Sur  la 
base  de  la  iiyramide  primitive,  on  construit  un  prisme  dont  les  arêtes  latérales 
ont  pour  longueur  et  pour  direction  OS.  Démontrer  que  ce  dernier  prl.sme  vaut 
la  .somme  des  trois  autres. 

10.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  .servent  de  sommets  ^  un 
octaèdre  régulier. 

11.  Si  la  hauteur  d'un  prisme  triangulaire  égale  2  fols  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  i-ilabase,  le  prisme  écpilvaut  au  paralléllpipède  qui  aurait  pour  di- 
mensions  les  trois  côtés  de  cette  même  base. 

12.  Deu.v  prismes  sont  égaux  lorscm'iis  ont  un  angle  solide  compris  sous  trois 
faces  respectivement  égales,  et  .semblablement  placées. 

i;^.  Deux  droites  symétriques  par  rapport  à  un  plan  fout  avec  ce  plan  des 
angles  égaux. 

14.  SI  deux  plans  sont  symétrl(|ues  par  rapporta  un  troisième,  cedornierplan 
est  bissecteur  de  l'angle  de^  deux  premiers. 

lf>.  Il  ne  peut  exister  que  5  polyèdres  réguliers  convexes. 

Problèmes. 

1.  Calculer  la  diagonale 
mètre  cube. 

2.  Calculer  la  diagonale  d'un  cube  qui  a  1  mètre  carré  de  surface  totale. 

a.  Une  salle  a  la  forme  d'un  paralléllpipède  rectangle;  la  diagonale  a  14"'.5,'), 
et  les  3  dimensions  sont  entre  elles  connue  les  nombres  3,  <i  et  7.  Quel  est  le 
volume  d'air  contenu  dans  cette  salle '^ 

4.  Une  caisse  d'emballage  a  été  garnie  intérieurement  d'une  enveloppe  de  zinc 
présentant  un  développement  suiierlicicl  de  S^eo;  la  longueur  de  la  caisse  est 
<louble  de  sa  largeur;  et  les  surfaces  extrêmes  sont  des  carrés  égaux. On  demande 
le  volume  Intérieur. 

5.  Que  coûtera  la  maçonnerie  d'un  pavillon  octogonal  régulier  .le:!  mètres  de 
coté,  4  mètres  de  hauteur  hors  de  terre,  et  1  mètre  de  fond.ation ,  ii  rai.son  de 
5  francs  le  mètre  carré  extérieur  de  maçonnerie?  (Les  vides  des  portes  et  fenêtres 
se  comptent  comme  les  parties iilelnes). 

«.  Une  salle  decla.s.se  a  8  mètres  de  hnigueur,  7  de  largeur  et  4  de  hauteur  Le 
plafond  et  les  mui-s  doivent  être  peints  à  la  colle,  à  raison  de  0  fr.  30  le  mètre 
carré.  Quelle  .sera  la  dépense? 

7.  Les  trois  dimensions  d'un  paralléllpipède  rectangle  étant  a,  h,  c.  exprimer 
le  volume  de  ce  paralléllpipède,  sa  surface  totale,  la  diagonale,  la  somme  des 
arêtes,  et  curtn  l'arête  du  cube  équivalent. 

8.  L'arête  d'un  cube  étant  a.  trouver  l'expression  de  la  diagonale  de  ce  cube 
et  de  la  surface  d'une  section  faite  par  ileux  arêtes  opposées. 

fl.  La  densité  du  plomb  fondu  étant  11,35,  (luelie  arête  faudrait-Il  donner  h 
un  cube  de  plomb  pour  que  le  polils  fût  de  1  i<llogrammo? 

10.  La  conionne  d'Hléron  ,  roi  de  Syracuse ,  pesait  dans  l'air  7  46.5  g-ammes 
et  perdait  dans  l'eau  les  C2.5  millièmes  de  sou  poids.  Quel  était  sou  volume'' 
quelle  était  sa  densité? 

11.  Un  terrain  rectangulaire  de  130  mètres  sur  6.';,  est  en  contre-liaut  de 
G  mètres  par  rapport  à  «ne  route  qui  le  longe.  On  veut  mettre  cet  emplacement 
de  niveau  avec  la  route,  et  les  terres  enlevées  seront  employées  à  la  construc- 
tion d'un  remblai  de  chemin  de  fer. 


latérales  est  ronstante , 


vent  (le  somraots  h  \m 


t  les  (liinciislons  d'un 
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fournira  le  terrain  .ÏÏéL',  ''  '"  "'^'"'^  ^"   '«'•^-  «"'■"«  l<"'g"«ur  du  remblai 

..0  n„.Ss':inLr^ï"Stce:  ^s^^^s^nfr':'  ='  p"-  '^^  -  --é  .^0 

«.st  le  volume?  Iaté..,Ies  .sont  de.s  triangles  équllatéraux.  Quel 

.  ni^^S^r^eut -Î-TT  t  ''^■'•-^'''-"t.  ••"""  «  -êtres  carrds    rantre 

'eur  (,u-o„  ."  ;,lr     ,sT"?::;'rnt"nne'M"  '""1""^"'^  "-^-""^  "^  -^■-"- ' 
base  ?  "  ■^'  "  ''^  ■'"*  ""«  ''"se  carrée.  Quel  sera  le  côté  de  cette 

-t' n,' monS'lmïir''  ZZ^''  t  ^"'^^  ''"•  '^  "'-'^  ''«  'a  Concorde 
à  base  carrée,  ayant  2^^  iV'      t  '  /'ÏÏf  cr^  1'''';'  '''  ""  ^'""^  P^---'''a> 
:.'"'42  et  lmô4.  On  demande  le,S  XVme  ,     L         t'''  ""'  '■«^l'cctivement 
sranit  e:  ;;  2,75.  '  "^  "^"^"^  l''^"".  «acliant  que  la  denMt^  du 

fonte  ,K^san,  2.;  ki'Uri;;  :  '"'  '''  '"'"■  '^"•^'  ^''^^  "^'  -"'-  '•'•...«  n.asse  de 

..i^si;.^:;  îitif  "/;:\;:  :;S"^,rvrr  i  ""V"""'^  "«  ^  -"»-'^  - 

.V88.  Si  l'on  faisait  fô  d  4  toi  ,  e  '  onn^^o  r '''  '''''''  ''^  ^'^'"'  'î"  «-''^re 
•le  tout  l'or,  et  „n  autre  de  .  li  r  /^nu  "\,lr  ''""  'f^^'"*  -^^  "''^^ 
(le  ces  cubes?  '^''  uintenu  ,  quelles  seraient  les  arêtes 

a  i;é.ard  des  dimensions,  surfa'leT;^;^:^, ?""""'  '''''''''''''  ^  P'-- 

«oit  de  1  décimètre  cub.'i  '"  ""'''■'"■'  '•'^8""«'-  l^"'"'  l-e  le  volume 

facïS;;?  "'  '^  """^""'  "'""  ^'^•-^"-  -^"'-r  ayant  1  mètre  carré  de  sur- 

-sfc^^r  do-rrïoi  .r:?  iS;, -- -  ^'-^^^  --  -- 

premier.  ^  ^'^  '1"  ^"^  '''  nouveau  tétraèdre  à  l'égard  du 

■2i.  Une  pyramide  de  ()i..36  ,]c  biiif.Miv  ..  >,..„..  ., 
"■"I'2  de  côté.  1"  A  <,a<.lle  distance  dsoL.me    s    t  '''  ""  ''''""«""^  '•^'S""«'-  ^'^ 
'a  base,  si  la  surface  de  eett      ectL  e      u^      ^'^   """  "''^""'^  "="■""««  ^ 
'li.stance  ..t  la  section  si  le  volume  du   ror     rest     ,'"   /"V  "rt'  '^  '"  ^  ^"""^ 

-'•  A  quelle  distance 
a   la  base,    pour  que 
t-'st  à  3  ? 

2«.  Un  tronc  pyramidal  a  nonr  voUime  ■  .iérimètr-       ^ 


.™'.^:n:s-i;;ti;;™;r=E-;;« 


';,»-';ij,'   'L 


■'m 


:f,V"-.i-\y.i, 
'j^fi'j.tl  ',.1  !'fl 

'",1;  ;«:'>f  j 


■rr'î,".iii 


ir-'f! 
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Inn         ,         ?■;  """'  ""  '""'""''''^  rOl.aI.Heur  cio  la  partie  qui  .surnage,  ,sl  l» 
aciisltc^  (le  ce  plateau  est  0,80.  «  ,  ->■  i.i 

o,/,V„^'"»^"'""  !!''  T'^  '"  P'-"f°'>'3«"'-  "  la  fonne  d'un  prisme  droit;  la  ba..o 
bll"?  '     '  ""  '  "'*"■''   '^"  ''"'•  «"'^"•^  •'■^^  '■•»  «""tenanee  de  ce 

bJL^IoV.ITÎ  f  ;'^'"^'';''8^^"«l  ■•'■^"■l'''-  ■'»  -n^  '■■•'"teur  de  1  décimètre  et  une 
Ztl   2T  '^^■'^'■""'•^■^  '^'■'rros;  ee  prisme  e.st  en  étain  (deu..lt6  7,29).  On 

demande  le  volume  et  le  poids  du  solide. 

rn,Mv:,^H"  ""'^"'■■"';'1*''«  reetanplc  a  nn  décimètre  de  hauteur  et  C  décimètres 
volume      '"  '"  '™8ueur  est  double  de  la  largeur.  On  demande  le 

réltii  r"*""*""  ""■  ""  ''"'■"'"  '*'  <16veIo,,pemeut  de  chacuT>    des  cinq   polyèdres 
légullcrs,  en  prenant  pour  chacun  une  arête  de]  décimètre.  '   '    ■»     '^ 


iil 


H; 


par  une  ( 
•^^el  a.\c 

lie  doit  |)î 
Les  ligr 

l'ilio)!. 

Ces  lijrj 
(Itcril  une 
eoupenl  la 
méridiens. 

'l'ous  les 
peut  ùlre  r 

Le  >/((•■/■/( 
'in  représeï 

Les  solid 
''<>ne  et  la  sj 

■lis.  On  c 

I''  solide  en 

rectangle  ai 

Le  côté  h 

ni'rateiir  es! 

Le  côté  l 

le  côté  du  c 

côté  engvnd] 

Lt.'s  deux 
sont  les  ray( 
'leiix  cercles 
••ases  sont  pu 
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LIVRE  VII 

LES  THOIS  CORPS  UONDi 


§  I-  -  DU  CYLINDRE 
Définitions. 

"C  doil  ,,as  la  o^pe'""'  '•■  '"^■""'  l"»"  l"»  '"  surface  ,„„™a„,e,  „ 
,„Us  n«„es  .,„  ,„  ,„„,„„  „„„„„,^  ^^^^^^^^^^  ^^^  ^^_^^^^^^  ^^^  ^^^^^^^ 

U  mh'idien  principal  est  îo  n.V,  ,    '  ''''  '«■^"''^ace  de  révolulion. 
'•';- ett'^it  "^"'"^^°"  ^^'^  '^'-  -Por^a„,s  sont  :  le  cylindre,  ,e 

'•eclang  e  autour  de  l'un  de  ses  cTlcï    '^       '^  "" 
/^e  cote  /,  autour  duquel  tourne  xT^cctanal^     ■ 

'lenx  cercles  qL  ser  e,      ,1'  '' ''' '"^^•^"^'"^'"l  1<-'S 
-es  sont  peindSXsl!::^  «"-''"-  ^- 

'a  to^r^;;:^l^;;::f-^ÎJ;Poni.   .|e  cy,i„dre  co,„p.,se  entr. 
MO    j        ...  '-'-'•••''!■■•  2  Cette  base. 


■  ■■'..  I 
-k;;''  '■■■ 


^,'î' 


i:-f^^^ 
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Il  suil(lo  là  que  Von  peut  apjiliqiter  au  injUndre  de  rrmhilio),  1rs 
pi iipriclvs  du  prisme  rnjnlier, 

l'nr  exemple:  Toiilc  seclio)i  failc  paralU'Ienicnt  au.r  bases  (l'ini  ny- 
hndve  de  rcvolulion  esl  un  cercle  éijal  à  ces  mêmes  bases  (ii"';^(;0). 


i  a 


Vil.  En  général,  on  appelle  surface  culbidriquc 
geiidrée  par  une  droite  indéfinie  AE  fiiii  so  meut 


limle  surface  cn- 
qui  se  meut  dans  l'espace .  on 
restant  toujours  parallèle  à  eliu-mème. 

Si  la  droite  génératrice  revient  à  sa  position  première  AE,  elle  a 
engendre  une  surface  ciiUudricjue  fermée. 

On  considère  quelquefois  la  géné'ratrice  comme  devant  glisser  le 
long  dune  ligne  donnée  ACD,  que  l'on  nomme  directrice. 

Un  cylindre  quelconque  est  le  solide  compris  entre  deux  plans  pa- 
rallèles, et  terminé  latéralement  par  une  surface  cylindrique.  On 
peut  le  considérer  comme  un  prisme  quelconque  d'une  infinité  de 
laces. 

Dans  un  cylindre  quelconcpie,  on  nomme  seelion  droite  toute  sec- 
lion  faite  perpendiculairement  à  la  g('nératrice. 


'i22.  Si  les  (jéncratrices  d' 


un  cqliyidcc  sont  coupées  par  des  plans 

■c  elles 


parallèles ,  les  sections  ohtcniws  sont  égales  entre  elles  (n"  3(17). 
Toutes  les   sections   droites   d'un    cylindre  sont  énalcs  ent'n 
(il"'  'M'i  et  ;iG7]. 


Proposition  I.  —  Théorème. 

i23.  La  surface  latérale,  d'un  cyVuidrc  droit  cijalc  ta  hauteur  mul- 
tijiliée  par  ta  ciri:onfércnce  de  la  base. 

<;ar  la  formule  ti^ajj,  (jui  exprime  la  surface  latérale  d'un  prisme 
droit,  peu!  être  appliquée  au  cylindre  droil  qui  en  esl  la  limite. 

42'i.  ScoUe.  1"  En  développant  sur  un  plan  la  surface  latéiale  d'iii, 
cylind-e  droit,  on  obtient  un  reclanylc,  qui  a  pour  dimensions  la  hau- 
teur du  cylindre  et  la  circonférence  de  la  base. 

2'  boit  r  le  rayon  d'un  cylindre  de  récolulion,  et  h  sa  liauteur:  /-( 
ur/acc  latérale  aura  pour  e.rpressinn     -Inrh 


'I  la  surface  totale 
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2^  Le  volume  dm,  r,jlin,lre  ,>blU,ue  ê.jale  la  xeclion  droite  multinlire 

3-  Soil  M  la  base  (l'un  cylir.liv  obli.,ut.,  H  une  seclion  droite,  h  In 
hauteur,  L'(  /  le  cùlé;  on  a    lUi      S/;  .{'où     ',  =  ' 

Donc  la  hasr  est  à  la  scrlion  droite  comme  le  dite  est  à  la  hauteur 
A"  Deux  cylindres  .juelcomjues  .,n,l  entre  eux  comme  les  produite 

des  hases  par  les  hauteurs.  '  '""""* 

Deux  culindres  de  même  basesmd  entre  eux  comme  les  hauteur. 

et  deux  cylindres  de  uvme  hauteur  sont  entre  eux  comme  les  bases.     ' 

Proposition  V.  —  Théorème. 

431  Ae  volume  d'un  tronc  de  cylindre  de  révolutiau  èyale  l'axe 
uiultiplie  par  la  hase.  ^ 

Car  co  solide  équivaut  au  •■ylin.lre  droit  qui,  avec  la  mémo  bas,-,  nu- 
Merll^.''"i^7^       "'  ^""  '" ''•^'"«"^"■«li^'»    ■•'^'«live  à  la  suHace 

432.  ScoHe.  1"  Un  cylindre  de  révolution  EC  peut  être  tronqué  ,,,u' 

'*^«  tleiix  e.xlré'mités.  S",i  volume  cijale  la 
section  droite  AU  nndtipliée  par  l'axe 
IIK.  Clar  l'une  des  parties  a  pour  volume 
le  cercle  AH  multiplié  par  IK,  et  l'autre 
le  même  cerch;  AU  miiltipli('  par  111 
2"  L'axe  IIK  est  éyal  à  la  demi-somme 
_,  "'"    'Ipu^    génératrices   diamétralement 

•oppof'..  çy  dans  le  plan  qui  contient  ces  trois  lignes,  les  péné-ra- 

nrn^:!n;;-  ^"'•^^'''"»  l'■«I•'•^'^  «l  l'axe  joint  les  milieux  des  côtés 


*M> 


§   II.  -   DU   CONE 
Définitions. 

433.  On  appelle  cône  de  réeolidion  le  solide  engendré  par  la  révolu- 
lion  complète  d'un  triangle  rectangle  aulour  de 
l'un  des  celés  do  l'angle  droit. 

Le  côté  /(,  autour  duquel  tourne  le  triauqli' 
rectanfiic  gèncra'eur,  est  à  la  fois  l'a.rc  et  la  hau- 
teur du  cône. 

L'hypoténuse  /  est  la  gcnératrice  ou  le  côtt 
du  cône;  pendant  le  mouvement,  ce  côté  en- 
gendre la  surface  latérale  du  cône. 

L'autre  côté  r  du   triangle  générateur  est  !.■ 
rayon  du  cône;  il  engendre  le  "cercle  qui  lui  serl 
de  hase.  La  base  est  perpendiculaire  à  l'axe. 
434    L.  cône  de  réroluHon  e,t  la  limite  de  la  p>iramide  rc,,uUrn' 
dans  laquelle  le  nombre  des  faces  latérales  augmenterait  indéfim- 
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ÉLÉMENTS  DE   èÉOMÉTlUE 


volution,  on  ol)tient  un  sccleur  circulaire,  qui  a  pour  rayon  lo  côti' 
du  cône,  et  pour  arc  la  circonf.'-rence  de  la  bat^o. 


Dans  un  cône  ((uelconque,  le  développement  de  la  surface  lalt'rale 
donne  un  secteur  irvcifulier,  que  Ton  (''vaiue,  comme  la  base,  par  des 
méthodes  approximatives. 

Proposition   Vil.  —  Théorème. 

439.  Le  volume  d'un  cône  crjale  le  tiers  du  proiluit  de  su  base  par  na 
hauteur. 

En  elVet,  la  formule  V  =  i/;,  lî/t.  qui  exprime  le  volume  de  la  uv- 
ramide  (n"  393),  peut  être  uppliqu.'.e  au  cône,  (jui  en  est  la  limite.  ' 

440.  Scolie.  i"  Le  rohune  du  cône  de  révolution  a  pour  formule 
i/;iitr-h. 

2"  l'n  cône  (]uelco)iquc  est  le  tiers  du  cylindre  qui  a  mêm.e  base  et 
même  hauteur, 

>  Deux  cônes  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
bases  par  les  hauteurs: 

Deux  cônes  lie  mcme  hase  sont  entre  eux  comme  les  hauteurs,  et 
deux  cônes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  les  bases. 

4"  Deux  cônes  qui  oui  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes  sont 
équivalents, 

•>  Le  sommet  d'un  cône  peut  se  mnumnr  dans  un  plan  parallèle 
a  tu  base  sans  que  le  volume  soit  chanijc. 


§  III.  -  DU  TRONC  DE  CONE 


^3  .'^  \  '.  ■ 


Définitions. 

441.  Un  tronc  de  cône  de  révolution  à  bases  parallèles  est  la  por- 
tion d'un  cône  de  révolution  comprise  entre  la  base  et  une  section  pa- 
rallèle à  Celte  base. 

Le  tronc  de  cône  de  n'volution  à  bases  parallèles  peut  être  consi- 


a  pour  rayon  \o  côtr 


Livn,.:  VI.  ^  rus  trois  corps  ronds  .gl 

ot're  comme  engendiv  nar  ..n  ».     ■  ^^ 

colé  qui  est  perpendicuEe  a„l  Es/''''"^''  '°"''"^"'  «"'o"-*  du 


^«7  r/e  sa  ba.ic  par  S!a 


>■  un  plan  parallèle 


os  peut  èlre  consi- 


i-  propriété.  1  tron/Sia^;^;^;;^'--  de  cône  de  révolution 

Propcition  Vin.-  Théorème. 

443.  La  surface  latérale  d'un   i  i 

Car  la  formule    S  =  /^^+P'\ 

J'un  tronc  pyramidaln-.guierfnoV".',"''"   ''   """^  '^'^'"'^ 
de  cône,  qui  en  est  la  Lite!  '  ^"^  ''""'  ^"^^  aPPUquee  au  /ro«c 

444.   scolie.  1»  En  dévelop- 
pan    sur  un  plan   la  surface  c 

aterale  d'un  tronc  de  cône  do  A 

révolution,  on  obtient  un /m-  ''      - 

l'e^eco'CM/aiVe  AD'quiapour 

l>auteur  le  côté  AD  du  trône 

et  pour  bases  les  dévoloppe- 

menls  des  circonférences  des 
Ijases  du  tronc  de  cône. 

■>  La  demi-somme  des  cir- 
conférences des  bases  est  étrale  -^uiiflmi  Uiu-- 
a  la  circonférence  Héprii,>  a    -     i     .. 
Pe^  i:appeler.,:4^:t/,:^-^ta„ce  de  ces  mêmes  bases;  on 
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ÉLÉMENTS   DE   GIÎOMÉTRIE 
Proposition  IX.  —  Théorème. 

Autre  formule.  La  stir/ucc  ialérale  d'un  tronc  de  cône,  de  rè- 
volulion,  égale  la  hauteur  du  tronc,  mul- 
tipliée par  la  circonférence  qui  aurait  pour 
rayon  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
du  côté  et  lermiiiéc  à  l'axe. 
^  Soit  AIÎCD  le  tr;ipèze  gt'iit'rateur,  et  soit 
ni  ou  »•"  la  perpeniliculaire  élevi'e  au  mi- 
lieu du  côté  A13  et  lermin.'j  à  l'axe.  Me- 
nons AE  parallèle  à  l'axe ,  et  FG  perpen- 
diculaire à  l'axe. 

Les  deux  triangles  AEB  et  FGII  sont  sem- 
blables comme  ayant  les  côtés  respective- 
ment perpendiculaires; 
AU  _  FH  l      r" 

AE  -  FG        °"        /7  =  7 

r'l=zr''h;  et  en  mnllipliant  par    '2it,  on  a  : 
2nrl  =  2nr"h. 
Mais    2nr'l  exprime  la  surface  latc'rale  du  tronc  de  cône  liv  W\,  2,"); 
donc  cette  même  surface  est  aussi  exprimée  par    1-Kr"h.    Donc... 

/i'iG.  Soolie.  Le  cône  entier  peut  être  considéré  comme  un  tronc  de 
cône  dont  la  base  supérieure  e^t  nulle.  Donc  la  surface  latérale  d'un 
cône  de  révolulion  égale  la  hauteur  multipliée  par  la  circonférence 
qui  aurait  pour  raijun  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  du  côté  et 


Théorème  d'Archimède. 

'i  'i7.  Si  une  ligne  polygonale  régulière  tourne  autour  d'un  axe  situé 
dajïs  son  plan  et  jtaxsaut  p((r  son  centre, 

La  surface  engendrée  égale  la  circonférence  qui  aurait  pour  rayon 
l'apothème  de  ta  ligne  brisée,  multipliée  pur  la  projection  de  celle 

même  lifjne  brisée  sur  l'axe. 

{ Nous  supposons  que  l'axe  ne 
coupe  pas  la  ligne  mobile.) 

Soit  ABGD  la  ligne  brisé'c  régu- 
lière mobile,  0  son  centre,  01  son 
apothème,  et  MN  Taxe  de  ré'vo.'u- 
tion. 

Dans  la  rotation,  le  trapèze  rec- 
tangle ABEF  décrit  un  tronc  de 
cône,  qui  a  pour  surface  latérah^ 
EFxcirc.  01  (no  /i',5);  ,ie  rnèmc 
la^surface  engendré'c  par  BG  ('{''<' 
VG  X  cire.  01  ;  et  la  surface  engen- 
drée par  GDégale...  (ilIxcire.OI. 
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LIVRE  IV.  _  L,,;s    TROIS   CORPS   RONOS  .00 

^oncla  surface  engendrée  par  lalign.AncD 

^i''c.OIxfEF+î"U^f.î^/        pour  expression  : 

^Mu'il /allait  démontrer.  ,1;;;:;.°'^'^"' 

Propo«.o„  X,.  _  Théorème  d-Arch.Wde. 

'doyenne  géomélriJe.      ^  "'"""'  ''"'  ''"■^■^*'  augmentée  , 


-moyenne  geomélr}:;;!r  ''"'  '"  ^'^'"'^  ''-  ''«-  augm^ué;  ae  iZ 
En  effet,  la  formule    V  =./,/,  m} -4- ir^   -— 

"■;'•  Scolie.  Soient  R  et  >•  lo  ■  ..„ 

Proposition  XII TKA      - 

4  ^n    <;'.■,      «   .  *neoreme. 

(Nous  supposons  que  ]\so  n, 

P'-'^s  le  triangle  tournlnM      '""  '""P'^ 

1°  Considérons  d'abord  le  c-,s  m-,  .- 
■io  confond  avec  l',.n  ,i        -.?      °"  '  ^'^e 

Sle  to-™«nl  ABC   So,e„?"M  ","  '"""- 

Al^  SïsoSrf^J»;'"  'Ha,,,,. 

l'a'"    les   triano-ip=    "'''', '^""^s  engendrés 

(.ette  formule  peut  s'écr  ,e  '  7  '  ."''■^' ^"'."^"^  = '/a'rm 
rfern.ers  facteurs  exprime  le  double  l7/  "'"%  ''  ^"""^"'^  '''^  des  deux 
'•'■■e  remplacé  par  //^^q.il^  ^^J;^  -JJjoe^clu  triang,,,  et  peut 

f>   "''^   exprime    u         {i""''''     °"     V;i /t.Tr/.^ 

^Vst-à-direia'su"L'4"ï;J:'*=;f  '.'"   ^^-e  inférieur  f  no  4381 

engendré  par  le  triangleToQ  L""^   '  '<*'/  "-  ^^  ""  '"  ^'■"^''    '  ^"  "'"  ' 

-    -•    le  triangle  tournant  ABf  n'.       '°        "  ^^  ^"'"  "PP"se  /. 

a-^e,    e  volume  sera  la   différene.M  ''"  "?  '""""''  '^  ^""""""  avec 

'"angles  lUD  et  MCD.     ""'""'^"'^  '^'^^  volumes  engendrés   par  les 
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Le  premier  de  ces,  volumes  ôg'ale  «/a  /t  multiplié  par  la  surface  que 
décrit  AD,  et  le  second,  i/g  /i  multiplié  par  la  surface  que  décrit  CD. 


.6.  ' 


Donc,  pour  la  différence  des  deux  volumes,  on  aura  i/'j  li  multiplié 
par  surface  M)  moins  surface  CD,  ou     l/;,  h  x  surface  ÂC. 

3»  Cette  démonstration  est  indépendante  de  la  position  du  point  I); 
le  théorème  est  donc  encore  vrai  quand  D  est  à  l'iniîni,  c'est-à-dire 
lorsque  la  base  AC  est  parallèle  à  Taxe.  Donc... 

Proposition  XIII  Théorème. 

431.  Si  un  sectmr  pot ijgonal  régulier  tourne  autour  d'un  axe  mené 
(litns  son  plan  et  par  son  centre, 

Le  volume  engendré  égale  le  tiers  de  l'apothème,  multiplié  par  la 
surface  qu'engendre  la  ligne  polygonale. 

(Nous  supposons  que  Taxe  ne  coupe 
pas  la  surface  tournante.) 

Soit  OAHCD  un  secteur  polygonal 
régulier  tournant  autour  de  l'axe  MN. 

Le  triangle  AOB  engendre  un  vo- 
lume égal  à  1/3  01 X  surf.  AB. 

Le  triangle  BOG,  un  volume  égal  à 
l'sOIxsurf.BC. 

Le  triangle  COD,  un  volume  égal  à 
','3  01  X  surf.  CD. 

Donc  lu  volume  total  aura  pour 
expression  le  1/3  de  01,  multiplié  par 
la  surface  que  décrit  la  ligne  polygo- 
nale ABCD.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Donc... 

__4;J2.    La_surface   décrite   par  la    ligne    polygonale    ABCD   égale 
KL  X  cire.  01,    ou    KLx27tOI     (no447). 
Le  volume  engendj-é  paiMe  secteur  OABCD  a  donc  pour  formule  : 
27îOL  ) '3OÎ.  KL    ou    23.UÔÏMTÎ: 


plié  par  la  surface  que 
surface  que  décrit  CD. 


1  aura  i/;{  h  multiplii' 
surface  AC. 
»  position  du  point  I)  ; 
à  rinfiiii,  c'est-à-dire 


sme. 

autour  d'un  axe  mené 


une 


,  muUiiilii  par  la 


ons  que  l'axe  ne  coupe 
lurnanle.) 

un  secteur  polygonal 
it  autour  de  l'axe  MN. 
OB  engendre  un  vo- 
01 X  surf.  AB. 
)G,  un  volume  égal  à 
xsurf.  BC. 
>D,  un  volume  égal  à 
Xsurf.  CD. 
me    total    aura    pour 
do  01,  multiplié  par 
l'crit  la  ligne  polygo- 
[u'il  fallait  démontrer. 

'gonale    ABCD  égale 
donc  pour  formule  : 

iTÏÏ 


-."-orrespri.r;^;";":'^""''^--  ''' 

I^L  pour  hauteur.  ^'  ^"  ''^  ''"^re  qui  aurait  01  pour  rayon  et 

§  IV.  -  DE  IX  SPHÈRE 
/i  "3    L  Définitions. 

f»«.  est  un  diamclre.  "'"'  *  '■''  »PW™  et  lerminré  à  sa  s„r- 


Proposition  XIV    — 


Théorème 

<'xt  un  cercle. 


Soit  MN  un  n    n    ^   r  '^'""'  ^/'/^'V. 
;-phére^o^u'^l:TnîreTo'ïï"'^^"' 

l'intersection  du  n)a'  ?,'^'^'«''^P0'-"(«  de 
«lola  sphère     m    ;/"/'''"'' '«  ^"'''''îce 
LesJaS    ],*^^(^'™'^-U    IB,,^:. 
:^bli^ues   égales ,    on    a'  lA     "\T^'' 

*n»  celle  lime  e,l  „n      ■    """  '^"'^  ^ 

une  e,.„„,™„,  ^.  ,„  ^^^,^^^  ^^^  ^^  ^^^^^^ 

Ainsi,  un  ,,,.„.,/ coW,.  est  fn  ,  ^'''   '^''s,  'a  seel.on 

'-'-ne.  polaire  de  la  cir'conSnc;?'  ''  ''  "«'^"-^^  commune  est    "a 


■■p..  ^ 

ma 


i 


^- 
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^■>  '; 


.>  Pour  décrire  des  nrcs  circulaires  sur  In  surface  d'une  sphère,  on 
emploie  lut  compis  à  brandies  brisées  ou  recourbi'es. 


D"un  même  pôle,  on  peut  dccrire  une  infinil."'  de  cercles,  tous  paral- 
lèles comme  (''tant  perpendiculaires  à  la  ligne  des  pôles. 

4"  Pour  di'crire,  sur  une  sphère,  un  arc  de  grand  cercle,  il  faut 
prendre  une  distance  pjolaire  t'galo  au  rayon  mullipiié  par  la  racine  car- 
rée de  2;  car  PU  =r^2.    • 

4u7.  Dérinitiong.  Un  plan  est  Uingenl  à  idic  sphhr  lorsque  ce  plan 
n'a  qu'un  point  commun  avec  la  sphère. 

Dimx  siihcrrs  sont  taïKjaitcs  lorsque  leurs  surfaces  n'ont  qu'un 
point  commun. 

Deux  sphères  peuvent  être  tauqoilcs  rxlih-ieurement  ou  intériciirr- 
ment;e\les  peuvent  aussi  être  extérieures,  intérieures,  cQncenlriiiues , 
sécantes. 

Proposition  XV.  —  Théorème. 

4")8.  Tout  plun  tancent  à  une  sphère  est  pcrpeudiculaire  aurnijû)/ 
qui  aboutit  nu  point  de  contact. 

Soit  MN,  un  plan  tangent  à  la  sphère  O, 
et  soit  01  le  ravon  moui'  au  point  de  con- 
tact. 

Le  point  I  iHant  le  seul  point  commun 
;iii  plan  et  à  la  sphère,  tout  autre  point  K' 
du  pian  est  en  dehors  de  la  s|)hère,  et  l;t 
dislnnct'OK  est  plus  grande  que  01;  donc  01 
est  perpendiculaire  au  pian  MN  (n"  300,  (W). 
4:i'.t.  Réciproquemenl  :  r<nit  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un 
raijon  d'une  .■<phère  est  tanijent  à  celte  s})lière. 

Car  si  le  plan  MN  est  perpendiculaire  à  l'exlrémitf'  du  rayon  01, 
celle  ligne  01  est  aussi  perpendiculaire  au  planMN;  toute  autre 
droite  OK  est  oblique,  et  par  conséquent  pins  grande  que  01.  Le  plan 
MN  n'a  donc  que  le  |)oint  I  commun  avec  la  sphère;  donc  il  est  lan- 
gent à  celle  sphère.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Par  xin  ])oi)it  donné  stcr  la  sphère,  on  ne  peut  mener 
qu'un  seul  pi  m  tamjent;  par  un  point  donné  hors  de  la  sphère,  on 
peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  cette  sphère;  par  une  droite 
donnée  hors  de  la  sphère,  on  peut  mener  deux  plans  tangents. 


:e  d'une  sphère,  on 

s. 


îorcles,  tous  paral- 

ôles. 

ind  cercle,  il  Iniit 

;  par  la  racine  car- 
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iculaiiT  au  nnjon 

:nt  à  la  sphère  0 , 
au  point,  do  con- 

il  point  commun 
ut  aulre  point  K 

la  sphère,  et  la 
^que  01  ;  donc  01 

MN(n".'50O,  C"). 

ï  l'exlrrniilr  d'un 

ili'  du  rayon  01, 
MN  ;  toute  aulre 
i  que  01.  Le  plan 
î;  donc  il  est  lan- 
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'e;  par  une  droilu 
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'n.cerclequolconqueVn  :    ',j;;,V;,J^;'^         '^'^'"'^c  P'Wo,  on    dénril 

Avec  les  dislances  Cj,    rp      ,p '""  '"  "'«'■^1'"^'  l''..is  points  C  D  [ 
;:Ph..rnp.e    on  ..onslrnil  un  t^  ^  '  1^^^  --'•';  ;^  ^'^^  du  e^^; 

AH  r    .,      "'""^''''-  ''"  -cercle  ains,  oben    ;',    •'"r'''^''"^^''''''" 
'"^■'■-e  (le  la  sphère.    '  ''  '^  "'^"  '"•-  ^^'''ypolènuse^PP  "„    '  lo'Ji '" 


on';.9f:;;l:?j;S,'r:^^;::-["- Aet  B,  p.,  comme  paie. 

'a  corde  A./;  et  ce  p  "^^S^^^iS^"  P-P-diculaire  au  milieu  de 
J«.  '^  f  n-  297),  passe  nécia"  eme  r.  ,  ^°'"''  *-^'Iuiclislants  de  A  eî 
su. vaut  un  grand  cercle.  ''''"^^'"•^"'  Par  le  centre,  et  coupe  la  sphè.S 

ira(.qx.e  on  trouve  le  diamètre  d'une  sphère  à 


l'aide  du  compas  d'r 


'ans  parallèles  dont  on  mesure  la  cSaTee''  '"  '^^''''  ^"""^  "eux 


■-'.■ai"  ' 


f.sl 


,"i.?!'A;| 

w 

>'  '#  r 
Ml. 

"m 
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Définition!. 

fS2.  On  appelle  zmw ,  loiilo  parlic  de  la  surface  de  la  sphère  com- 
prise enlrc  d.uix  plans  parallèles,  et  Kcumml  de  splirn-  la  portion  de 
sphère  comprise  entre  ces  mûmes  plans. 

La  zone  peut  êlre  considérée  comme  la  surface  lati'rale  du  ser- 
ment sphérique. 

Le  sniuK-ul  s/j/téz-iV/uc  a  ordinairement  doux  l)ases;  mais  si  l'un  des 
plans  sdc.uils  devient  langent,  le  i«';,meiil  n'a  plus  <pj'iN/c^,,sr;  la  /on,, 
correspondante  est  aussi  appelée  zour  à  ,t„r  b,isr,  eu  encore  ralollr 

La  limilnir  d'un  sopmenl  ou  d'une  zone  est  la  distance  des  deux 
plans  parallèles  (|ui  déterminent  le  sepmenl  ou  la  zone. 

Proposition  XVII.  —  Théorème. 

-403.  L'aire  d'une  zn)ie  ê(jnlo  sn  hauteur  midlipliée  par  la  eimnifè- 
rence  dhin  grand  cercle  de  la  sphère. 

En  eiïet,  la  zone  AMCD  est  engen- 
drée par  la  révolution  de  l'arc  AIH  au- 
tour du  diamèlre  MN. 

Or  cet  arc  Al  M  est  la  limile  vers  la- 
quelle tend  une  ligne  polygonale  ri'gu- 
lièro  dont  le  nombre  des  côlés  augmente 
indéfiniment  ;  et  l'apothème  de  cette 
ligne  polygonale  tend  vers  le  rayon  de 
la  sphère. 

On  peut  donc  dire,  en  appliquant  à 
la  limite  ce  qui  est  constamment  vrai 
pour  la  variable  (n°  VjT),  que  Vaire  île 
la  zone  èrjale  sa  hauteur  multipliée  par  la  circonférence  qui  a  pour 
rayon  le  rayon  mfimc  de  la  sphère. 

464.  Scolie.  1"  L'aire  de  la  zone  a  pour  formule  2'Krh;  d'où  il  suit 
qu'une  zone  quelconque  équivaut  à  la  surface  latérale  d'un  ciilindre 
qui  aurait  pour  hauteur  la  hauteur  de  la  zone,  et  pour  rayon  le  rauon 
de  la  sphère, 

2?  Sur  une  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  les  zones  de 
même  hauteur  .sont  équivalentes,  et  deux  zones  quelconques  sont  entre 
elles  comme  leurs  hauteurs. 

Proposition  XVIII.  —  Théorème. 

400.  L'aire  de  la  sphère  égale  le  produit 
de  son  diamètre  par  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Car  l'arc  AB  qui  engendre  la  zone  AHCI) 
peut  croître  sans  que  la  formule  de  la  surface 
engendrée  cesse  d'être  applicable  (n»  4(i4;. 
Si  donc  cet  arc  devient  égal  à  MBN,  la 
zone  engendrée  est  la  surface  entière  de  la 
sphère,  et  sa  hauteur  égale  le  diamètre 
MN.  Donc... 


LlViii.; 


VII. 


co  de  la  splièrc  com- 

•  sjilinr  la  porlion  de 

face  lati'rale  du  sog- 

ascs;  maÎH  si  l'un  des 
s  t\u'inirhiisr;  lii  ï.oni' 
isc,  ou  encore  cuiolli', 

la  dislance  des  deux 
la  zone. 

me. 

<livr  par  la  nrcitnfc- 

10  AHCD  Psl  engon- 
ion  de  l'arc  AIR  au- 
IN. 

3st  la  limiti'  vers  la- 
ne  polygonale  n''gu- 
e  des  côtés  augmente 
l'apolliôme  do  celle 
nd  vers  le  rayon  de 
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'«_«l'l't-ro  est    „,/..     ''"""'^'^'  'a'-Tcon/Vrenreest    ^d,Hr-ù 

^__  'inr'        )<t 

I»e  mémo  ^,  =  J!^'  __  d' 

•i    /.'«  s(»/,„v  r/f  /„  sphère  ènni,.  I 

!;'   frl^nre  Maie  du  rytinZ  ci^    •-•"'^'"•-•"t  cxpriméos  par 
^•-■lledun  grand  cercle.  •^'""" "•"•<••""•'••'■'•<<  à  la  sphère  rg,!/,.  fi 

Définitions. 
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'"■""  |M-'ul  ni.pli.mtTà  In  li,„i|,,  c.  . lui  est  consiaimnoul  vn.i  |M.ur  I, 


variable  [.r    /.[J|).   |),.,„    / /„,,„  ,/■,..   ..rrlmr  .,,l,n-i,,n,-   rn„lr    /,• 

""'•«  <lu  rayon   m„Ui,,li,:  ,,„,  ,„  ,„„,  rnrrrs,nnulaL  à'.'Jèur. 
•"i'I.    Soolle.    I"    L;i    /.,„!,.    Clip. ,„!,.,•.,,    ii;,,-    j'a,.,.    Ail!    n    noiir    ox 

Proposition  XX.  —  Théorème. 

ti^:i,!i:;;!::r  '"  '"  ''''"'''"  '"'"'■  "  >"■'"""  ''■  -  -"•/'"•'■  p""  "■ 

('ar,  ,lnns    le   sedour  eirciilaire  AOM    ligure  pnrrilent,.)     l'ancio 
jles  .le.u  rayons  OA  et  015  peu!,  croître  sant  ,,ue  In  fornulcdu  vî 

liùre'etï":;  ^0!^.^'''  '•orrospondante  devient  la   surlacc  on- 

Aiilrr  driiiniisiriilion. 
Conjidérnns  un  polyèdre  quele,„n,iue  circonscrit  à  la  sphère,  c'esl-,',- 
di.e    Iruit  loules  les  f;,ces  soient  lanKenles  à  la  sphère    (^.e  nolvîdre 
p.u    elre  deconipos,;  en  autant  de  pyrainides  qu'il  y  a  de  faces    aJé  • 
centre  pour  son.nel  eonunun;  les  hauteurs  ïont  'gale    au  m'vo  .  ' 

rrtW«<v,s,  crsl-a-ihrc  par  la  svrfarr  Inlalc. 

«n.^l''.-r'""  '^'T  f'"i""'  ''"'^"'  l""?^"^>"i'-"e'nenl  à  la  sphère,  on  coupe 
successivenieni  les  ( hvers  anirles  snli.l,.^    l,.  .^,.i,.    1..      '  i-.        '  . 

peu,  et  tend  vers  la  sphère    ^  '       P"'^"^"  ^«'"'"'"•'t  V^^  ^ 

n,.'e!".ï'.'"  'T'""''  ''"'  '-'f'''"''  ''■  ^"'""le '1^' '-e  polyèdre  peut  s'appli- 
quer a  la  sphère  qui  en  est   la  limite.  Donc...  " 
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PropcUion  XXI.  ^  Théorèn.e. 
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Proposition  XXII   —  tua     > 
,-,.     ,  *'*^*'-  —  Théorème. 


'r,  ""'"'/'/-.  /.a.  /,//;:;  :::;^:';;:;;'';"-  T''-  '«  ^-^ 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMKTIllE 

Il  se  compose  du  volume  engendré  par  le  sogmenl  ciniul.iire  AIÎK 
cl  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèze  AEI.'M. 


Le  premier  de  ces  volumes  est    i/ot.Air./i  (n-  /i7/|), 

Or  AB'  =  A(r  +  ÏÏG^  =  /i"-+-(m  — n^ 

Ainsi  le  volume  engendré  par  AFiK  est    i/r."/*^-*-  </(.t/»  (m-n)' 

Le  volume  du  tronc  de  cône  est  (m  449)     i/,'r:h  l,„'~^  .L,  ,„„    ' 

Le  volume  total  est  donc  :  '  I- mu). 

^/o^h'-hik^h  (m"  +  ,P_2m»0  ■+-  V;M (»''-+-  »»t- „,„)  ^ 

-  Vct/i» -H  Vc"/i  ( 'H- +  u^  _  2?nn  ) -+- i;,u/,  ( 2m" -h  L'n- -f- 2m ,»  )  = 
=  Ve^/t"  -t-  Vg'^/»  (3m»  4  3>(= )  = 

Le  premier  terme  représente  la  sphère  qui  aurait  h  pour  .liumôhv 

4/8    Remarque  sur  la  similitude.    Deux  Suli,{,'s   ik    n'i^nlnlion    on,.l 
s^mblaUes  ors,jnc  es  /Igures  génératrices  sont  semlJl^Zha 
bicmcnt  reliées  à  l'axe  de  révulntion.  '      ''^ '"'"«- 

Toutes  les  sphère."   --,,1  des  solides  semblables. 
479.  Dans  deux  solides  semblables  : 

1;  Toutes  les  dimensions  homologues  sont  dans  un  même  rannori' 
QUI  est  le  rapport  de  similitude;  '  '"  '  ' 

20  Toutes  les  surfaces  homologurs  sont  dans  un  même  rapport    nui 
est  h  carre  du  rapport  de  similitude.  '  '       '  ^ 

3"  Toute,  les  parties  homologues  des  deux  volumes  sotu  dans  un 
même  rapport,  qui  est  le  cube  du  rapport  de  similitude 


nnni  circulnirc  AIMv, 
EFI!. 


■"-t-ic-f-m»»)  = 


'iiit/i  pDiir  (liiimclro, 
Ifi  iloini-sninine  des 

0  baso,  N  (-Hl  nul,  ol 

'/«  nh^iilnlioii  sont 
mhlnhlrs,  ri  svinbla-- 


'"(  «if'mc  rnpporl', 

ninnc  rniipnvt,  qui 

'tmi'n  siitil  itidis  un 
lililiiitr. 
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EXERCICES  SUR   LE  Livre 


VII 


,  Théorème,  à  démontrer. 

générateur  muitip,  ",,?,''"''' ^  ci'-C"lalre  droit  égalo    la  s,,,./ 

8-  I-e  volumo  1  ,„ rJ;  7""  "^^  '«  «Phère.  '  '^^''"  '"  P™'*""^  '!o  sa  sur- 


le  cv.   ^V"  ^"^"'''''-  "         -  "--"  '■'""''  entre  eux 

..,1  ^j'i't'i ts  QUI  aiiralon*- 


L'es  mêmes  rayons 

13   Par  d  -"■'■  'i'ueres  qm 


d'un  même  diamètre 

14. 1 
et  une 


i..s!  im  premier  Lrianifle  8ni.,i.-in  ,        /  ''^■"•^'  Po'iit.s. 

'^     °°  '  ""  '^8*  le  supplément  du 


fc' 


■'^^^■ 


i 


^..•'1 


.*!'.. 


*  ■Sri.  î' 

■  '"''%'- 
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ÉLÉMENTS   DE  GÉOMÉTIUE 


lit  ^r. 


cAté  opposé  dans  l'autre.  Kt  pour  cette  raison,  doux  triangles  polaires  sont  en 
même  temps  appelés  triangles  sui)plémcntalres 

taSs^cî^;;^;,;^^:;^:""'"^'"'"^^"""''"  '''  ^nèdres  centraux  supp.én.en- 

1"  Lorsqu'ils  ont  nu  côté  égal  adjacent  à  d.'s  angles  respectivement  égaux  • 

r'"    •'  '"^""  ""f"^/^^"l  <="■"•'■•'«  ™tre  des  côtés  resîectlvement    ga  x-' 

'•'.ni      !    In  "'\  ";'"r"''^  '■■^"'"■'  '■'""••""  ^  '•»""•"-;>  'o.-«qu-lIs  ont  Ic.f  t    's 

.inglcs  égaux  diacuii  à  cliacnu. 

•ifiO  dcS""  !'f'?  *'-'""e"';P"''''''l"'-'.  '"  «"■"""'  'l«'^  cotés  est  comprise  entre.,  et 
•IfiO  dcgM.s    et  lason.me  des  angles  entre  2  et  G  droits.  (On  nonnne  e.,-cè8  nJ- 

drisïdSti  )"""  ""  "*  "'"•"'^  '"'  ""'^'^'^  ^'"'^  '■•'-•«■'■  ^K'^^-'^î'^ -.• 
...i^ù  t:::u.:!:w;'ïi:;;i;  '"  ^■"■^"^''  "*'  '"  ^""^''^  ™"^-  ~  ■•-«"• 

27.  Dans  une  spliùr..  quelconque,  deux  triangles  sphérlques  symétrl<iiics  „■„■ 

rai.port  an  centre  sont  égaux  eu  surface.  J'nn-imims   p.u 

•-'S.   81  deux  arcs'  do  grands  cercles  se  coupent  dans  un  même  héndsphère    U 

r;n.î'd;!:::'^.:c''"^'^^  "'""'-  ''^'"^-^'"^  ""  ^"^^""  -"-■  •""  --'^  -'"p-i^ 
exS:;S;;.;;:;'ïT:::,Se:Ss^^'^''"'^^  "•■  '--^--.^-  —... 

30   Sur  une  menu,  sphère  ou  sur  des  spl.ères  égales,  deux  triangles  qui  ont  la 
môme  sonnne  pour  leurs  angles  sont  égaux  en  suiface. 

31.  Si  deux  si.hères  se  coupent,  leur  intersection  est  im  cercle  dont  le  nlin 

::r!^:;r  ïriigni"  "^"°  ^^^  ^^"••^^'  "  '^  --'-  ^'^  -  cerde"  ï;r 

,n^.'!;"'"'U';''^''""'"''™°""^'  P^"'"''"'  "''o"'  ''""c  par  n.pi.ort  ii  l'autre  cluo 
e.     r'^  ff -"-=  <-'t  les  conditions  relatives  aux  rayous'et  ,  la  dlst  nce  i"^ 
centtcs  sont  les  mêmes  «pie  jiour  les cii-confércnees. 

:«.  Pour  qu'on  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  côtés  don 

"t'n        ':'  ''  '!  ■'^"'"'  ""''  '"  "'"""^  "^"  "'«'^  ''"^^  -''  """""■•"  <l"'.."e  c  r      - 
férence,  et  que  le  grand  côté  soit  pl.is  petit  que  la  sonnne  des  .leux  antres 

t:  lu,  T  '."î",'"  ''".'^'''■';'.t°"-'^  '«-^  ^•«'•«'e«  parallèles  ont  les  mêmes  pôles! 
«onf  .,  :'"'  ,  ^■""■'■''"«''  '^  ''"'-^  côtés  sont  égaux,  les  angles  opposés 

sont  aussi  égaux,  et  réciproipuMuent.  ii'->o 

£6.  L'arc  <lc  grand  cercle  m,.né  du  sommet  au  milieu  de  In  base  d'un  triangle 

r2:v::sSir'™""^""^'^'^  '  '-'''  "''^^'  -^  •^'^■'-/'"-«''^  "-— 

po"blî^'"'  """  '"'""'  '''^'''''''  ''^"•^'   '••'""«'''•^  ''■^«'^'■•^■■^  symétriques  sont  super- 

cr.m/n'?^  'T  1''!""^"  ^'"^'■''''î'"-  ^  "'»  î""«  P'''"»'  «ogle  est  opposé  un  plus 
grand  coté,  et  réciproi|uement. 

39.  SI  l'on  prend  le  triangle  spl,éri(,ue   trl-rectanglo  pour  unité  de  surfae.- 
et.  1  angle  droit  pour  unité  .:   ,ugle,  la  snrface   d'un    polygone   sphérique   e<.' 
exprimée  par  la   somme  des  angles,  moins  le  produit   de  deux   droits  par  le 
nombre  des  côtés  moins  2.  ' 

M.  Dans  tout  prisme  triangulaire  droit,   on  peut  inscrire  un  pyhi.dre-  h  ce 
même  solide ,  on  peut  circonscrire  un  eyllndre 

41    A  trois  plans  indétlnis,  parallèles  >\  „„e  même  droite,  et  qui  se  coupent 
deux  à  deux ,  on  peut  mener  quatre  cylindres  clrcnlalres  tangents. 


III  i-^ 


^riic  un  ryluidre;  h  ce 
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'  .'"s.ïï* ,"■'«  «»  s,,t;rj,r:°  ""«■  '«  >»« . .«  *.«,„,  „„„, ,  „ 

"<.  Qnclles  .Ifiuci,,],,,,,  ,,1,,.,,  ,     ,,,-„„    V    -,7""'^^^ '"  tiiitK.'Ui.l»  .■6ti(.ï 

>»'..»o  .,„.„;,„„,,„. ,, ,;;„:;;,™.v""""""  "■-"  *  ■  *n„o,,e  ..',;,„  „, 

■■'  '«■''»™r's:.*:,,;'L;:;:;;:;»;";"' "■  '  """  •■«"•«".»■. 

''Z'^J^'y!::t,::::::,:t:\2Z  ""  ■  -'  '-  «"«'"  -'"«'c  <*«.-». 

^^«  A>C'('  rr*Wc  1.1.1........   j-    . 


^^î)Iii'rfi 
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nu  cOiic  cl  ,1,1  ,,yi 


'IW  ('■Kiilc.i   .'t   h 


•l't'tro.  On  (Ifiiiarule  la  j," 


2;i 


cllami't 


Quelle  est  la  .surf 


iiidrc;  (ii 
mti'ur  lin 


oin<)g,Sii08  de  tci 


iiis  les  (rois  corp.s,  1 
'ôw  et  eelle  du  cylind 


l't'  t^laise,  on  cou.stru 


,     ,,  -lit  une 

ic  diamètre  est  de  1  décl- 


'■'■■<  "nt  48  et  an  millimètre 


'i<;e   (otalo  d'uu  tronc  de 


•^-  ftln  liauteur  72.mlllimètr 


«■.nceirculafro  droit  dont  les 
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ÉLf!MKNTS    DE   CÉOMÉTKIE 


'24  On  vent  construire  un  tronc  de  vùm  ,1e  1  in<Hro  carr6  de  surface  totale- 
c  dianuHre  de  la  grande  base  ,loit  être  ..gal  à  la  Hauteur,  et  celui  de  la  petit;, 
base  la  nioltlô  de  la  liaut.-ur.  Quel  est  le  volume  dn  ce  cftue  ? 

-';..  S'il  faut  tracer  sur  un  carton  le  d(;velopi)ement  de  la  surface  latôralo  du 
cône  dont  11  est  duestlon  au  problème  préw^deut,  on  demande  les  rayons  des 
arcs  (lu  il  faut  décrire  pour  découper  cette  surface  latérale. 

'Jfi.  Un  abat-jour  en  papier  a  la  forme  de  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cûne  • 
la  petite  ouverture  a  55  millimètres  de  diamètre,  ,.t  la  grande  en  a  li)7:  le  côté 
.iu  tronc  est  do  106  millimètres.  Calculer  les  rayons  des  arcs  à  décrire  sur  un 
papier  pour  découper  un  abat-Jour  iiarell. 

L'T.  Une  cuvette  a  la  forme  d'un  tronc  de  cône;  le  fond  a  im  diamètre  Inté- 
rieur de  1.i  centimètres,  et  au  bord  supérieur,  le  diamètre  est  TU  millimètres- 
.*;  "',  '"*'-''•'«'"■  ■■'  "  centimètres.  Quelle  est  la  contenance  -le  cette  cuvette?  ' 
-8.  S  on  ver.se  1  litre  d'eau  dans  cetu-  cuvette,  à  quelle  hauteur  s'élèvera 
1  eau  au-dessus  du  fond  ? 

côté?  *''"''  "''^  ''^  ^'"'"""^  ''"'""  "''^""''''  ''''■'^""«^'■'t^  ^  un  cube  do  1  décimètre  de 

30.  Quelle  est  la  surface  d'une  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  régulier  de 
I  décimètre  d'arête  ?  »  u 

cin-é-^^'"'  '"""^  '^'"''  ''^  '"'■*™*'^''''  •^'""'^  ''""'''  ''O"""  'l»c  «a  s"rface  soit  de  1  mètre 

3-.'.  Quel  est  le  volume  d'une  sphère  dont  la  surface  est  égale  h.  celle  d'un  cube 
do  -.'5  centimètres  de  côté? 

33.  Un  triangle  équllatéral  dont  le  côté  est  «  tourne  autour  de  l'un  de  .ses  côtés 
tjucl  est  le  volume  engendré? 

34.  E.vpr'mez  le  volume  engendré  par  ,u  même  triangle,  s'il  tourne  autour 
(1  un  a.xe  moné  i)i-r  l'un  des  sommets  parallèlement  au  côté  ojjposé. 

3r,.  K.xprlraez  en  fonction  du  côtéa,  le  volume  engendré  par  un  hexagone  ré- 
gulier tournant  autour  de  l'un  de. ses  côtés. 

3(!.  E.xprlmez,  en  fonction  du  côté  a  d'un  cube,  la  surface  et  le  volume  de  la 
sphère  inscrite  et  de  la  sphère  circonscrite. 

37.  Exprimez,  en  fonction  du  côié  «  d'un  tétraèdre  régulier,  la  surface  et  le 
volume  de  la  sphère  inscrite  et  de  la  sphère  circonscrite. 

38.  Sur  le  prolongement  du  diamètre  DI  d'un  cercle  donné  par  son  rayon  r 
on  marque  nu  point  O,  duquel  on  trace  tme  tangente  Oï.  On  suppose  que  la 
ligure  tourne  autour  de  OD,  et  on  demande  quelle  doit  être  la  distance  10,  i>our 
que  la  surface  engendrée  par  la  tangente  OT  soit  à  la  zone  engendrée  par  l'arc 
IT  comme  3  est  à  -.>. 

39.  Un  triangle  équllatéral  T  tourne  autour  d'un  axe  MN,  situé  dans  .sou 
plan,  perpendiculairement  >\  la  base  a;  la  distance  de  l'axe  au  triangle  est 
égale  au  côté  a.  On  demande  le  volume  et  la  surface  du  solide  engendré 

40.  Sur  un  côté  d'un  carré,  ou  construit,  à  l'extérieur,  un  triangle  Aiuila- 
ténil  et  Ion  fait  tourner  le  pentagone  aln.sl  obtenu  autour  de  l'un  des  côtés 
extérieurs  du  triangle.  On  demande  le  volume  engendré,  en  fonction  ,li. 
cote  a. 

41.  Un  carrédont  le  côté  est  a  tourne  autour  d'un  axe  mené  dans  son  plan  par 
1  un  des  sommets,  perpendiculairement  ù  la  diagonale  qui  part  de  ce  .sommet 
On  demande  la  surface  et  le  voluu'e  du  solide  engendré. 

4'.'.  Un  hexagone  régulier  a  pour  côté  a;  on  prolonge  l'un  des  côtés  d'une 
longueiu-  égale  .-i  « ,  et  par  l'extrémité  du  prolongement,  on  mène  au  côté  tuio 
perpendiculaire  .jui  sert  d'axe  de  rotation  h  l'hexagone.  On  demande  la  surfacr 
et  le  volume  du  solide  engendré. 

iS.  Un  hexagone  régulier  dont  le  côte  esv  a  tourne  autour  d'un  axe  mené 
dans  .son  plan  par  l'un  des  .sommets,  perpendiculairement  au  rayon  qui  aboutit 
a  ce  sommet.  On  demande  la  surface  et  le  v.dume  du  solide  engendré 


3  caiTù  do  surface  totale  ; 
OUI-,  et  celui  (io  la  i)etlte 
cAiic  ? 
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'"«]"  ""'« '.1;  2^:t:JZ;*  ""■""""  ■""""'■  "»«  <»'  •■.„b,. 

"luo" i«,-c).    ""»««■■«  i«  t<Tr...pM,i,|,„,  ,,„„  .„  ^„,„  ;,;«^,»;'/j- 

c.«,vï;;j,ï,,r''"  ""-  •""'■"  "■'■-  '"»•" « ,..  3/,„ ,,  ,„  ,„„^_, 

'tEhe:- =^--' '■' ""'™ -■ --•■'» 

roni  ïï.7;;i^:;';""""°  "■"■■  '-"■"«  *  '"»'•  ■>»  ■=  -oco,,.,  ,„  „„„„ ,,  „ 
'"^r'iHH£i?7r«  ^■"-  -"--"""  *  '"  ""-  "'■-" 

os.  Un  verre  à  vin  de  ('h  „  !  .  l  ""  "'  «™f""ètrrs  cubes.  ''■"■ 

;>-;.  ot .  ce„timètrc:!^;;'r;s  tr^-r  V  V-"  ^""""^^'•-  ^«^  "-'- 

IS^ne),  de  l'eau  (densité  i)  et  acnuLr?Vl°  ''"  "'^"'"'^•"•0  ^'Icnslté 
forment  trois  couches  d'égale  épasseur  On  h  ^"""f"  "'"'^^î  '^'^'^  f'-"'«  'iq-ldes 
cnre  ,  d'eau  et  d'huile.  «Pa'««eu> •  On  deman.ie  les  poids  respectifs  de  mer- 

-nolntenrc"  j'e  1/^', i;'re.'o,n'er.ÏÏ":v:c*'r'  ""  '"""'*^'-''  ^  ''--'•t"re    et 

rï:£Fli^~::r^^^  .0  .a. 

tomber  dans  le  ré  erv^ir^.n  m  """""   """'*«•••■»  ""  nh'eau  de   1  Vn       si  n  Tr 

,  '«■  '^ncyii:,;^';ï::^r:r;:ï;r(t'^'r'*^""*"'"^'''^^^^^^     ^ 

'"t''o.iuit  'ans rtl'ë"mlr''\'  '-^  t-'P-^-ture   n»  Cden.té  n^or)      . 
i«  cîlamètre  du  tubj       '"'""'''"''  «^^  ^  "'="'1-  "ne  longueur  de    1,. 37  S,,,'; 
«0.  Quel  sen  I,.  r.>.u.  i.  uiiculer 

;  centimètres;  ^uel  diamèt^  devr^nvoriin  t;'?  ""*  '•-Pcctivemont  2->  et 
'    '  '*""  '  ™  ^'""'•'•«ît  fondre  avec  touT  ce  métal  ?"  '•'"'''"'  "^  ""^''^  et  d'or 
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!iî 


G3.  On  demande  le  rayon  du  cercle  ér,nlvalent  à  une  zono  de  4  centlm6tres  de 
hiiutcnr,  ai.i)artc.naiit  h  une  sphère  do  9  centimètres  do  rayon 

«4.  Une  zone  de  1  di^clniètre  carré  appartient  A  une  spiioro  de  13  centimètres 
de  rayon  ;  1  une  dos  bases  do  la  zone  est  à  S  contlmotrcs  du  contre.  On  demande 
la  surface  du  cercle  qui  détermine  la  seconde  base. 

(Î5.  Le  domi-cerde  générateur  (riino  sphère  a  0-40  de  diamètre;  dans  ce 
deml-ccrde,  on  a  tracé  parallèlement  ù  l'axe  une  coi'do  de  0'i'20.  Ouello  est  la 
surface  engendrée  par  cette  corde? 

Gfi.  Un  aérostat  sphérique  a  4  mètres  de  diamètre  ;  on  l'emplit  avec  de  l'hvdro- 
gène  n.pur  pesant  I0(.  grammes  par  mètre  eulie;  le  taffetas  verni  qui  forme 
1  envelo,,po  p,.se  \r,i)  grammes  par  mètre  carré.  Quel  poids  pourra  enlever  ce  ballon' 
si  1  air  a  mospherique  pèse  l-'93  grammes  par  métré  cube,  et  sll'on  réserve 
5  klliig.  de  force  ascensionnelle? 

67.  Un  aérostat  vide  et  plié  pèse  63  kllog.  45  ;  le  taffetas  pèse  0  kllog.  950  nar 
mètre  carré  On  demande  le  poids  <,ue  pourra  enlever  ce  ballon,  l'hydrogène  et 
1  air  étant  dans  les  conditions  données  au  problème  précédent 
nf  H\^u  T"  ''"  -^'f '^/''«""*é  8.85)  pesant  1  kllog.  75  est  placé  sur  un  tour, 
et  rédnl  à  une  .sphère  dont  le  diamètre  est  les  3  4  de  l'arôte  du  cube  prlml- 
tlf.  On  donumdo  le  poids  de  la  tournure  de  cuivre  obtenue 

69  Un  boulot  de  fonte  (densité  7,-2)  pèse  12  kllog.  Quel  "iiolds  d'or  faudralt-il 
'•or  étantTÔ"  2fi"*""'  '^'^  ""^  *"""''  '""'^  ™""'"'  '"'  "■"■""'^^  d'épaisseur,  la  densité  de 

70.  un  creuse*  a  la  foi-me  d'un  tronc  de  cf>ne  ;  le  fond  a  un  diamètre  do  0".  04 
le  bord  supérieur  un  diamètre  dee-07,  et  la  hauteur  est  de  (i">10.  Il  contient  du 
métal  en  fusion;  à  la  surface,  ce  métal  a  O- 06  de  diamètre.  Quel  devra  être 
le  diamètre  d'un  moule  sphérique  que  le  métal  fon.lu  doit  remplir  exactement '^ 

71.  Un  cylindre  do  0".  05  de  rayon,  et  un  cône  de  Q."  08  de  rayon,  reposent 
sur  un  morne  plan  ,  la  hauteur  commune  est  de  0."20.  A  quelle  hauteur  faut-ll 
s™  équiv^ènts  î''"  ^'''''''''''''''  ""  ^"""'''■'  P"»'-'!""  len  deux  volumes  inférieurs 

72.  Un  tronc  de  cAne  a  On-iî  de  hauteur;  les  diamètres  des  bases  ont  On-ns 
et  0">0;,  On  veut  mener  deu.x  j.Ians  parallèles  aux  bases,  de  manière  que  la  sur- 
face latérale  soit  divisée  dans  le  rapport  dos  nombres  4,  5,  3,  en  partant  de  1-. 
grande  base.  A  quelle  hauteur  sera  chaque  plan  ? 

73.  Mémo  problème  en  appliquant  au  volume  la  condition  indiquée  nour  l'i 
surface  latérale.  ' 

74.  Une  sphère  de  platine  do  0m03  do  diamètre  est  enveloppée  d'une  couche 
do  cuivre  de  2  centimètres  d'épaisseur.  On  demande  le  poids  total ,  les  densité^ 
étant  21,15  et  8,85.  wi^u. 

75.  Les  pièces  de  deux  sous  pèsent  10  grammes,  et  renferment,  on   poid-i 
....centièmes  de  cuivre    4  d'étain  et  1  de  zinc;  les  densités  respectives  sont  8,8:^' 
\    J      V.    ,^'""*"''"  f'"«î''alt-ll  do  ces  pièces  pour  fondre  un  boulet  sphériqu. 
lie  25  centimètres  de  dianiètre? 

76.  Un  tronc  de  cùne  et  un  cylindre  ont  0n'15  de  hauteur  commune-  la  h:x<v 
inférieure  a  Omio  de  diamètre  dans  l'un  et  dans  l'autre.  Quel  doit  être  le  dh- 
metre  de  la  base  supérieure  du  tronc  de  cône,  pour  que  son  volume  so'ii 
les  .1,5  du  volume  du  cylindre? 

77.  On  trace  sur  im  terrain  deux  circonférences  concentriques  distantes  de 
.(mètres;  la  circonférence  intérieure  a  20  mètres  de  diamètre;  entre  les  deux 
circonférences  on  creuse  un  fossé  trapézoïde  de  l.n20  de  pi-ofondeur,  3  mètres  de 

ongueur  aux  bords  et  lm.50  au  fond.  La  terre  enlevée  a  été  disposée  autour  dn 
fossé  on  un  remblai  trapézoïde  isocèle  de  3  mètres  de  largeur  inférieure  et  i™.0() 
de  larnrour  supérieure.  Ouolle  sera  la  bautonr  de  cere.nblai,  supposé  que  la  ton. 
y  soit  battue  de  manière  à  reprendre  sa  densité  primitive? 


sono  do  4  centimètres  do 
rayon. 

<Iib('rode  13  ccntlmùtrcs 
du  contre.  On  demande 

do  dlanu'tre;    dans  co 
do  0'"20.  Quelle  est  la 

'emplit  avec  de  l'iiydro- 
liffotas  verni  qui  forme 
lourraenlever  ce  ballon, 
Mibe,  et  si  l'on  réserve 

as  pèse  0  kllog.  950  par 
ballon ,  l'hydrogène  et 

dont. 
est  placô  snr  un  tour, 

l'arûte  du  cubo  i)rlml- 

le. 

;1  poids  d'or  faudralt-il 

épaisseur,  la  densité  de 
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i~t  par  •^■-■i';'ims';r:L;"o1;r,^;;;:;^^''';-.  ■-  arc  de  grand  cercle 
„  8'^-  l'our  chacun  dos  5  „olvè,i  -ô?^.  "  I""J''''"-fs  réguliers  convexes 


a  un  diamètre  de  0'»  04, 
de  (i'"10.  Il  contient  du 
mètre.  Quel  devra  ôtrc 
t  remplir  exactement  V 
08  de  rayon,  reposent 
(luelle  hauteur  faut-il 
leux  volumes  Inférieurs 


res  des  bases  ont  0">n8 
le  manière  que  la  sur- 
5 ,  3 ,  en  i)artant  de  la 

tion  indiquée  pour  la 

'eloppée  d'une  couche 
olds  total ,  les  densités 

enferment,  en  poids, 
'S  respectives  sont  8,S.'i, 
e  uu  boulet  sphérhiui' 

ur  commune;  la  base 

Quel  doit  être  lo  dia- 

que  son  volume  soii 

itriques  distantes  de 
nètro  ;  entre  les  doux 
fondeur,  3  mètres  do 
to  disposée  autour  du 
ur  Inférituire  et  1™,jfl 
supposé  que  la  luiru 
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LIVRE    VHÎ 


LES     COUHBES     r  S  l    E  [,  I,  [•:  S 


TRÉLIMINAIHES 

''iSO.  On  nppcllc  n.rc  d'une  miirlir .  une  droilo  par  r,-!|i|)nr(  n  lafjuclle 
les  points  de  la  courbe  s^oiit  syniélri(|ucs  donx  à  deux  (n"  /i07). 

Par  suite,  l'axe  divise  en  deux  parlies  l'irales  les  cordes  qui  lui 
sont  perpendiculaires,  et  par  une  rnlalion  de  180"  aulour  de.raxe,  on 
peut  amener  une  des  deux  parlies  de  la  courbe  à  coïncider  avec 
1  autre. 

On  appelle  sommet  le  point  où  î'nxe  rencontre  la  courbe. 

Le  crntrr  d'une  rnurhe  est  un  point  par  rapport  auquel  les  points 
de  la  courbe  sont  symétriques  deux  à  deux  (n"  4(17). 

Le  centre  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  qui  passent  par 
ce  point. 

481.  La  lam/ente  à  une  cnurhe  est  la  limite  MT  des  positions  que 

prend  une  si'cante  MM'  tournant 
autour  de  l'un  des  points  d'inter- 
section, de  telle  sorte  que  le  se- 
cond point  M'  se  rapprocbe  indé- 
finiment du  premier. 

La  nnrmalc  est  la  perpendicu- 
laire MN  élevé'e  à  la  tangente,  au 
point  de  contact. 
La  cnrdc  des  contacts  est  la  droite  CD  qui  joint  les  points  de  con- 
tact de  deux  tangentes. 

482.  Une  courbe  plane  est  mnvrxe  loVsqu'elle  ne  peut  être  coup.v 
qu'en  deux  points  par  une  droite.  Lorsque  les  deux  points  d'inter- 
section se  rapprochent  iiidi^îniment,  la  droite  devient  tangente,  cl 
tous  ses  points,  excepté  le  point  de  contact,  sont  hors  de  la  courbe; 
ainsi,  une  courbe  est  convexe  lorsque  toutes  les  tangentes  sont  exté- 
rieures à  la  courbe. 

48.3.  Pour  déterminer  la  position  d'un  point  sur  un  plan,  on  mhw. 
par  ce  point,  des  lignes  parallèles  à  deux  droites  rectangulaires  tra- 
cées sur  le  plan.  Soit  M  un  point  quelconque;  la  distance  MP  ou  00 
est  Vordonnrc  de  ce  point,  et  OP  en  est  Wtbscissc.  OP  et  MP,  consi- 
dérées simultanément,  se  nomment  les  cooi^donnves  du  point  M.  Les 
droites  OX  et  OY  se  nomment  axes  des  coordonnées,  leur  intersection 
est  Vorigine  des  coordonnées. 

Les  ordonnées  sont  considérées  comme  positives  lorsqu'elles  sont 


i.i,i:s 


"B'nc,  tt  /u'ya/jues  à  gauche. 


3  par  rpppnrt  ;i  laquelle 
à  fieux  (11°  un). 
aies  les  cordes  (|ui   lui 
1M>'  autour  de. Taxe,  on 
lurbe  à    coïncider  avee 

Ire  la  courbe. 

ppnri  auquel  les  points 

4(17). 

cordes  qui  passent  par 

MT  des  posilions  que 
si'canto  ÂIM'  iournnnl 

l'un  des  points  d'inter- 
tellc  sorte  que  le  se- 
M'  se  rapproche  indé- 

1  premier. 

lalc  est  la  perpendicu- 

lev('e  à  la  tanirente,  au 

Milact. 

oint  les  points  do  con- 

e  ne  peut  êlrc  coupi'i' 
s  deux  points  d'inter- 
devient  tangente,  et 
r>nt  hors  de  la  courbe: 
:s  tangentes  sont  exti'- 

5ur  un  plan,  on  mèm'. 
es  rectangulaires  Ira- 
la  distance  iMP  ou  On 
sse.  OV  et  iMP,  consi- 
mêes  du  point  M.  Le^ 
inéeft.  leur  intersection 

(ives  lorsqu'elles  sont 


"- '^^':^^£;r^;^1S';!^''^  ''^^rr'-'^'  -  p-c  pour 

<^-^n,plo,  se.  aa^es  de  syn>:;M^^^^^^  ''-  ia   courbe, 'par 

I  ordonnée  de  chaque  poirU  de  TcS:.'"'  ""''''  '"'"'  '''^^««''«^  ^^ 
§  I.  —  ELLIPSE 

Définitions. 

est  constante.  ^  ^"^  P°'"'^  «^es  situés  dans  son  plan 

Les  points  fixes  se  nomment /-oyc-s. 

On  appelle  rayons  vecteurs  les  droites 
'|u.  joignent  un  point  quelconque  de  a 
courbe  aux  deux  foyers. 

et  p"d^^'  "-'^   'o".?»eur   constante,    |.- 

La  distance  FF'  des  fov..t.=  .„ 

c'est-à-dire    2c<2a 

%eS  ^  irso^rc^Sr  ^  r  "'"^^^  -"^--^  connaissant  ,e« 
'••ver  une  des  extrémités  d'un  fiu'vanrornl'"''','  ""  "^'^  ^  chaque 
"'oyen  d'un  crayon  ou  d'une  no  ntr.  ^  longueur;  puis,  au 
--  en  taisant  glisser  la  p:;nin'lrace ^r'ie^Ia!;:"'^  '^  '"  ^"  ^«"^ 
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KLliMENTS   DE   GÉOMËTIUE 


■487.  On  peut  Inicer  l'rlUjise  /nir  points,  ciinnais'saiit  les  foyers  et 

2a.  A  partir  du  milieu  0  de  la  distance 
focale,  prenor.3  OA--OA'  — k;  avec 
AI)  l'I  |)A'  dont  la  soinnic  l'gale  'Je, 
di'crivons  deux  circoinV'rences,  l'une 
du  poiid  I''  comme  centre,  et  l'aulri' 
du  point  F';  les  points  d'intersection 
apparliennt'nt  à  l'idlipse. 

lieindvqni'tt.  I"  Pour  (ju'il  y  ait  inter- 
section enlre  les  deux  cii'conlercnces, 
il  faut  qu'on  ait  FF'>DA'  —  DA  ou 

ff'>da-I)a;. 

riclle  dill'i'rence  des  deux  rayons  ('■ijnlc  200;  d'où  il  suit  que  le 
poird  I)  doit  rester  entre  F  et  F'. 

2"  (Juand  le  point  D  est  en  li^  "la  diffi  rence  des  rayons  égale  FF', 
et  les  circonfiTences  décrites  des  centres  F  et  F'  sont  tangentes  en  A 
ou  en  A'.  ,., 

3"  Quand  le  point  1)  est  en  0,.les  rayons  sont  l'gaux,  et  ils  déter- 
minent les  points  H  et  H',  ([ui  appartiennent  à  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  FF'. 

488.  Scolie.  Le  rayon  maxinmm  F'A  =  /j-i-c,  et  le  rayon  minimum 
FA=.-a  — C.  "  ::'■  ■ 

Les  deux  tracés  de  l'ellipse  montrent  que  la  courbe  est  limitée  en 
tous  sens;  l'ellipse  est  donc  une  courbe /"ewïiée. 

Proposition  I.  —   Théorème. 

'i89.  Lo7'S(jh'iiu  point  est  ittti-rieur  à  l' 'tlipse ,  la  somme  de  ses  dis- 
tances aux  2  fiiijcrs  est  moindre  que  2a; 
lorsque  le  point  est  c.ftèricur,  cette  même 
somme  est  plus  rjrande  que  2a. 

i»  Joignons  aux  foyers  un  point  inté- 
rieur quelconque  G;  prolongeons  F'C  jus- 
qu'à la  courbe,  et  menons  MF;  nous 
avons  : 

CF-)-GF'<MF  +  MF'    ou    <2*t 
2"  Joignons  aux  foyers  un  point  exté- 
rieur quelconque  D,  et  menons  FN;  nous 
avons:     DFh- DF'>\F-i-NF'    ou      >2a.  Donc... 

WO.  Corollaire.  Selon  (jue  la  somme  des  distances  d'un  point  au.\ 
deux  foyers  est  supérieure,  ou  infi'rieure,  ou  égale  à  la,  le  point  l'^■l 
extérieur  ou  inli'rii.'ur  à  l'ellipse,  ou  appartient  à  cette  courbe;  il 
l'ellipse  e'st  un  lieu  ijèomètriqui'. 

Proposition  II.  —  Théorème. 

4'.)1.  L'ellipse  n  pour  axes  la  droite  (jui  ])asse  pir  les  foyers,  et  Ut 
perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  foijers;  d 
elle  a  pour  coitre  le  point  de  rencontre  des  axes. 


ui; 


IIK 

!onnaipsant  les  foyers  cl 
lu  iniliou  ()  du  la  distancu 
ir.3  (>A  — OA'  — (/;  avec 
ont  la  somtiii'  l'pule  2ii , 
i\  ciri'c>iiiV'i(MiC(.'s,  i'iMic 
omin(3  centre,  et  l'aiilre 
les  points  d'inlersection 

à  IVIlipse. 

1"  Pour  i|u'il  y  ait  inter- 
los  deux  circonIVieiicos, 
ait  FF'>DA'  — DA  ou 
)A'. 

!0D;  d'où  il  suit  que  le 

:e  des  rayons  égale  FI", 
I  F'  sont  tangentes  en  A 

onti'gaux,  et  ils  dcter- 
il   à  la    perpendiculaire 


,  et  le  rayon  minimum 


la  courbe  est  limitée  en 
léc. 

ème. 

se ,  la  somine  de  ses  dis- 
zrs  est  moindre  que  2a; 
si  extérieur,  cette  même 
'c.ndc  que  2a. 
X  foyers  un  point  inté- 
C;  prolongeons  F'C  jus- 
ci   menons  MF;   nous 

IF -H  MF'    ou    <2a 

s  foyers  un  point  exté- 
D,  et  menons  FN  ;  nous 

Donc... 
istances  d'un  point  aux 

égale  à  2a,  le  point  v<\ 
ient   à  cette  courbe:  ri 


eme» 

sse  p  ir  les  foyers,  et  ta 
qui  joint  les  foyers:  d 
ixes. 
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''-'Ms  ainsi  |,.~.^' :'"'"•'*  •''■'"'■'"'- 

^"'^^■^'''■^t  un  paral,é|oUL.::;TCV'''  '''''''^  '''''--''''  %un. 

''f  '"  l'Oint  N'  apiwli.:;;^  h7n^"'^'^^^'''==2'« 
''«'"c  AA'  ri  lur        .  .  courbe. 

.,u,.b,,  -"^  ''-  --,  et  leur  intersection  est  le  cenlr.  de 

(1.)    _    _ 


I"^'"ls  n   e(   I'      !'";"""-'^''«  courbe  aux 

'■"vers-  la     nn   '    'S^''""'''»t   ''loignés  d... 
.    'S,  la   longueur  HO.-^oir  «;  „,.,    . 

j:'^'^  î-';' q"-' ''.  I-a  dn.il,   A  V    'u  pV. 

'-"•"■Ma.î;^ii^:^;:!:;t;':!^"^''^"OF 

'"'-l'I-l    ~'^^^i''--centrieité,.l-,,u,,.,..,,,  .       . 

■  l.orsriue    /;_,,      ,.,^       ,  .  .  "'"^'  '  '"''  varie  ch^  Q  ;•,  j 

;  ,        '  "'    ' ''^cenlncilé  est  nulle     ,.|   iMi' 

"ui,    I  <'.\ci'Mtricilé  -  =  ],.,   V  \r 
"''aiid  axe.  (f      '  '  "   I  l'ilipse  est  réduit,-  au 

,    "  '''   '"■  ''■'  «vec  AA'  /ail  connall;;  F  ^t  p'"'"'"  '■''>"»'  '''"l-rs.e- 
^    ^"  /--.../.  ,  z'^'""''*"''  '"•  -  Théorème. 
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JÎLtMKNTS   UE   GEOMFItIUK 

IC#|i*^'^>'onâ  \xm  sécante  (|Ui'lc()ii(|iit'  MM';  (J>'  l'un  dt'S  foyi.TS  obnis- 

sons  kl  (xTpi'ndii  ilairi'  Vi',,  i-t  |in'noiirt 
lu  11^111'  ('.F,  i'g,i,  i  CK;  nii'uons  l'"l'',  ; 
Fi  Jt)i)j;iiiins  h:  |iniiil  I)  uu  foyt.T  F,  il  |r 
|iiiiiil  M  aux  liois  ixiinls  F',  F,  F,.  Nnii-. 
avons  MF,  ==MF,  l)F,  =  l)F;  Dmii- 
m  -+-DF=:F'F,  ;  MF'4-MF,=MF'-f-MI 
=  -lii;  mais  l"!',  fst  moindre  que  MF' 
-hMFj  ou  2(1  ;  ilonc 

DF'-^DF<2« 

La  somme  îles  distances  du  |)oint  D 

aux  lieux  l'oyers  c'Ianl  moindrt'  que  'lu, 

le  point  I)  est  dans  l'ellipse  (n"  VJO];  il 

est  donc  situé'  entre  M  et  M';  di!  plus, 

l'angle  MDF  =  MI)F,  =  M'I)F',  et  cela  a  lieu  quelque  rappimlK's  ipi. 

soifnl  les  points  M  et  M';  mais  à  la  limite,  quand  M'  se  confond  uvfc 

M,  la  sécante  devient  tangi-nti-.  l)onc... 

J 


''l9't.   Corollairea.   l"  7'o((s  /(',s'  jioinl.i 
Fi  (h'    1(1    tittKjcnU' ,    siiuf   le   point   de 

contact,  sont  hors  de.  la  courba,  car 
on  a  : 

IIF'H-IIF    ou     HF'+nF,>2a 
donc  l'ellipse  est  une  courbe  convcrc 
(n"  /i82]. 

2"  La  normale  MN  est  biss(rtricc 
de  l'angle  des  7-aijons  eeetencs  du 
jioiiit  deeoiilael;  caries  angles  qu'clli' 
l'orme  avec  MF  et  MF' ont  pour  coin- 
plémentg  les  angles  égaux  que  la 
tangente  forme  avec  les  mêmes  rayons. 

''lOii.  BcoUe.  /.a  droite  F'F,  fjni  joint  un  foyer  au  point  symèlriq(('' 
de  l'autre  ; cjer  par  rapport  l'i  la  tan(jentc,  passe  au  point  de  con- 
tact. 

Aux  sommets  de  l'ellipse,  les  tangentes  sont  perpendiculaires  aux 
axes. 

DéOnition.  On  appelle  cercles  directeurs  de  l'ellipse  les  cercles  dé- 
crits de  chaque  foyer  comme  centre  avec  2a  pour  rayon. 
L'ellipse  a  deux  cercles  directeurs. 

Propoiition  IV.  —  Théorème. 

■'lUO.  Le  lieu  dv  '■■■xJ  ■  'imclrù/ue  d'un  foijer  par  rapport  à  une 
tangente  qucleom;  i:    ' .n  ' e  ce:-'  L  directeur  décrit  de  l'autre  foiier. 


le 


fotje 
du  foyer   F  par  rajiport  à    la   lan- 
au  poi  ;'  .;.   contact  (n"  49ol;et  puis- 


()"  l'un  (ii's  foyers  abnis- 
I  hiiri'  FC. ,  l'I  |)ri'ii(iiM 
;,  i  CK  ;  Illi'iioilS  I'"F,  ; 
ni  I)  nu  foyiT  F,  fl  \r 
is  |i(iiiils  F',  F,  F,.  Nnu- 
^IF,  ltF,=v.  I)F;  Dune 
;MF'-+-MF,=MF'-+-MF 
l'i  l'sl  moindre  que  Ml" 
donc 

-f-DF<'2« 

.'S  (lisliinci'H  (lu  point  D 
s  ('lanl  inniiidri'  i|ui!  'lu, 
iins  rt;lli|.so  [w  'lUO;;  il 
jnlre  M  cl  M';  do  plus, 
(|U('lqiii'  rapprocln's  (|Ui' 
land  M'  se  confond  avfi' 

sire»,  l"  TouH  li's  jiuinh 
nii' ,  sitiif  le  point  ilr 
'  hors  de  la  courbe ,  car 

ou     HF'-f- IlFj>2'f 

csl  une  courbe  convexe 

mile  MN  est  bissectriri' 
'fil  rdi/nns  recteurs  du 
tel;  car  les  angles  qu'cllf 
IF  cl  MF'  ont  pour  corn- 
angles   égaux    que    la 


er  au  ]>oint  sytnêlriqw 
uasue  au  point  de  eoii- 

it  perpendiculaires  aux 


l'ellipse  les  cercles  dé- 
)ur  rayon. 


ème. 

er  par  rapport  à  uni' 
'rit  di'  l'autre  fo<jcr. 
tar  rap|)ort  à    la   l.ui- 
itact  (ri"  49ol  ;  et  puis- 


iiviti;  VIII.  —  ^^;J,  , 


OimBES   (JSti:LLK3 


son 


""■■  '"  '"'*"""  ™'  'ïïr*î-y.-;«..  ..  n,,  ,.,  ,„..,„ 


'•'■;;""■■■«.«,  |,a»,/,,„  ,„  ,„;.';;;  ,f  "'•  '■■•  -'*;  ,.r  M,iu,  4,,,,,;:;; 

r    L  I  ■  lu,  ,..sl  tang,.„,,',i  le*  cntr     ,?,,""  ''"  f^'o  <lirecleur; 
-'"  iMIe  courio  Cl'  ri.i.f.1  >    I-      .      '"■"   '  »'  ''Ur  la  courlic- 

,     ""    l'"l't    lllilis.T   li.CTcl,.  ,li..      , 

Proposition  V.  _  Théorème. 

•  '   "»»">■  diamètre. 

IV,.,.         "■  *^"  centre  de   f,.|i;.,. 
•^v-c  a  pour  ravon.  C..  cr-n-l,       / '"'''f; 


l'rcle 

cen-le 


principal  d,.  l'ell. 


al  app(>|( 


'-'«l  employé  pou 


P^'"-  fer  le  mol 
r  ''treonfércnrc.) 


■••if.. 
■riv  ■»■■», 

^'■■•'.'  -  _ 

m 

il 


■n 


■u?-*,] 
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Proposition  VI.  —  Problème^ 


ID 


^idO.  Mcni')'  i/HC  laiigcnlc  à  /'(•///)«,■,•   1"  pdf  kii  imlnl  /ov's   sur  la 

cunrbi' ;  2"  jKir  idi  )u>iul  oxh- rieur. 

1"  Soit  M  le  |iiiiiil  domii'  niir  hi 
roiirlir.  Mt'iioiiH  les  ruydiis  vcnlciirs 
(lu  point  (le  ('(iiilîii't  ;  iiroloMijcniis 
l'"iM,  cl  inciioiiH  hi  iiissi'cti'ic(^  do 
l'aiiglo  (•xl(''ri(Hir  l''M(i;  (•('lt(;  hissec- 
trice  est  tiiiiircnlc  ;  nir  Ich  niigics 
FMT  cl  l''M'l"  sont  ('■Kinis... 

•1"  Di'crivons  un  dtjs  cercles  direc- 
teurs. iSi  1'  est  le  point  t'xli'ricur 
doniii',  la  circonlV'ronco  ((('critc  avec 
le  rayon  IM''  cniipern  le  cercle  direc- 
teur CM  deux  {loinls  (',  et  I)  [n»  V,)?); 
joignons  ces  poinls  au  foyer  !'';  les 
'  pci'pcndiculaii'cs  elcviVs  aux  milieux 

'  deF('.et(lcl''|)soiittangent(.'s(ii"'iU7), 

et  passfînt  au  point  P,  centre  des  arcs  CF  et  l'I». 

iJIX).  Scolie.  Lorsi]U(!  le  point  est  inti'ricur,  il  n'y  a  pas  de  tan- 
gente; lorsqu'il  est  sur  la  courbe  il  y  en  a  un(^,  et  ([uaiid  il  cstcxh'- 
ricur  il  y  en  a  deux  (  u»  'i97). 

Pour  avoir  la  normale  en  un  [loint  M  donm''  sur  la  courhe,  il  sul'lit 
de  mener  la  bissectrice  de  l'angle  FMI'"  d(js  (l(!ux  rayons  vecteurs 
(n»  'lU'j). 


Propotition  VII.  —  Problème. 

iJOl.  Mener  i)  l'elliiise  inie  Uin- 
geixle.  juiriillèle  à  kiii'  liijt\e   doiDièe. 

l)(''crivons  le  cercle  directeur  re- 
latif au  l'oy(;r  I'";  et  pai'  l'autre  foyer 
!•',  menons  la  perpendiculaire  Va\  sur 
la  droite  doniuic  .i';/. 

Les  perpendiculaires  MT  et  W 
('lev(''es  aux  milieux  des  droites  FE 
et  l''G  sont  tangentes  (  n"  V,l7),et  les 
rayons  F'E  et  !•"(.)  d('t(.'nninent  les 
poinis  de  conta(!t  (n"  V.).'!). 

002.  Scolie.  \°  La  corde  des  cimltieltt  MN  jKtsxe  nu  reu(re'(le  l'el- 
lipse. Fn  ell'et,  les  tangcnli'S  ('tant  pi/rpendicnlains  au  milieu  de  I''l] 
((t  (le  FG,  et  la  ligne  l'"(l  (Hant  (!'gale  à  l'"l!,  les  Irois  Iriangles  KMF, 
EF'G  et  l''N(ji  sont  isocèles,  tous  b'urs  angles  aigus  sont  ('gaux;  donc 
les  lignes  NF  et  F'M  sont  parall(''it>s;  il  en  est  di\  rm'^me  de  MF  et  de 
l'"N;  ain;-i  la  fi^tire  MFN!'"  est  un  paralli'logramtMc.  <■(  la  diagnii;il'' 
MN,  corde  des  contacts,  passe  au  point  (),  au  niilieii  de  l'autre  dia- 
gonale. 


y"- 


me. 

iiu  pitiiil  jivin  sur  la 
r  11)1  jiniiil  f.rirricnv. 
1'    |><iiiil    (lotiiH'  sur  la 
IIS  li'H  l'nyiiiis  vcrlciirs 

('(iiiliii;!.  ;  iii'dloiiLrcoiis 
iiiH  la  liisi-;('clricc  do. 
ur  l'Md  ;  l'i'lli'  liissoc- 
«l'iilc  ;    car   les    aiigli's 

sdiil.  ('^'aiix... 
s  un  (les  ('('l'cIcH  dii'i'c- 
l'sl,  le  |ii)iiil  t'xli'rii'ur 
•iHiri'i'eMi'c  lii'critt!  avt>c 
(iiipcra  II'  n'i'cli!  dircc- 
imiiils  ('.  cl,  l)(n»  /.i)7); 
|i(iiiils  au  foyi'i"  !■';  les 
l'i's  dcvi'i's  aux  iiiilii'ux 
Isoiil.l.aiigi'ulos(ii"'i97), 
I). 

il  n'y  a  pus  ilo  laii- 
',  ut  {|uun(l  il  est  exlc- 

sur  la  ci>url)i>,  il  sui'IU 
doux  ruyous  vecteurs 

VII.  --  Problème. 

('/  rrlHlisi'  nue  lun- 
<•  à  ((»(('  liiiiii'  d<in)i<U\ 
t'  ccrcii'  (lii'i'cti'ur  rc- 
I'";  l't  |iar  l'autre  foyi'i' 
leriiendiculaire  10(1  sur 
(5('  ,1';/. 

iiculaires  MT  et  W 
lilii'iix  (les  droites  VE 
igentes  (il"  'iU7),  el  les 
l  l'"(.l  ili'lerniiuent  les 
uet  (il"  m'I). 

idssf  un  l'i'tilvc  ih"  l'i'l- 
aii'i's  an  miliru  di'  VV. 
'S  Iniis  Iriangli's  IvMF, 
ijiiiH  sont  (''),'aux  ;  donc 
de  même  de  Mh'  et  de 
amni",  rf  la  diapfoii;i-' 
milieu  de  l'autre  di;i- 


0.  ,         ,  ,.'-'™™--"^™™nBS„si™tRS  »07 

^"^  '"Vers  et  2n.  "^^'°'  ''  •  ''  '"ild  que  l'on  connaisse 

Proposition   VlII    TkA«   ■ 

Km    T  'néoreme. 

/'>.'/'T,s'.  ,■(  la  ,/,.,.-, .    ":""■'  '/'"  ''"'Il  du  mnnr  poiul  aux  deux 


iM,.->E 


'rrs,r,  la  drnitr  .,lTZ        r    ""  """"  >'"'"  ""-'' 

/"!/:'>:  uux  drux  jioiuL  drrJuL,       '"'"'""  "''"''"''  '?«'   ^'>"'<  ^l' 

i=oi,.nt   les  d.uix  taiig,.nt,.s  l'Al'.t 
J  ^'  ;   el  soient    l,.s  ,„d„is   E   ,  t   F' 

symétriques  des  foyeilr,.  droite  F  F 
passe   au   i.oint   M    el   FP-  ^ 

.  i^"s  triangles  EPF'  et  FPE'  c;onl 
•■fraux  comme  ayant  les  ir,^  ,^  | 
"Raux;    car     l'E  ==  PF   PF'-pr 

i'pf'-f^f'^^'"^;^  ''"-  ''-î^'- 

r'acuT    .       '       "  ''^'"-'■tranche  de 

:acun    d.nx    la    ,,a,,ie    commune  

■''  ,11  reste  auffle    EPF  — F'Pr,"     .•  . 

mais  l'angle  i-EF'l  MF     'r'"'''''''?  ''"""""t--  «"ffl"  l'EF'i  PFE'- 
la  bissectrice  de  l'angl,   Mf//?"'  ""^"'''  J^"'P  =  l'nr;  donc  PF   fj 

^^^      ^  Proposition  IX.  _  Théorème. 

iralion  .lunTcoLS;;,:;'"""  ""•  ""  >'""  '-'  '""■'■ll'l'^r.  (Démons- 

l''oi.ons  un  plan  qui  passe  par  le 
""f'^'isoit   I.-  diamètre  AA'  l'i- 

;;;^;clK.n  des  deux  plans.  Par  0 
'!' lie  et  par  un  point  quelconque 
N'I.  cercle  menons  des  plans,,?" 

plans,  les  perp,.ndiculaires  l)B  et 
;VM   au    plan   de    projection.    L^s 

'«'"  s  B  et  M  apparliennent  .-a 
courbe;    PQ     jîq     Np    m,,  , 

l'"rpendicula  res    V     '?„'      '  ^'"^ 
I  uuiiic,>,    a     1  intersection 

•  A,  puisque  ce  diamètre  est  p,.r- 

•"'l'cula.re  aux  plans  DOIÎ    NP.U 

lo-lonslagrandéurl)HX^OenF 
,7,,;;"    J;.^.  joignons  M,   projection 

-fi'iie  |.re;:';rMF-|:'Aiï":f""^*"'  --  l--'^    '•■   et  F-  i, 
,  ""  P"i"l  I-,  abaissons  hn,e  '  e.w   //"•    'T"'"  '^""^^t'^"t«-  ' 

"'  «s  NF.  La  ligne  NM  e  "-     ^^^^^^^^^^^         -^  le  diamètre  XN', 

P'.rpendiculaireaux  droites  MP,  MF, 


csl 
ce 


M: 


'.'•';'''.■ 

T,»<f    >  ^ 

,>»jV(ml 


■mm 

t JPS    •  fi 

4m 
■■mi 

y  fi'  il 

y  n 
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MF'.  Los  triangles  rectangles  DBO  et  NMP  sont  semblables,  car  leurs 
côtes  sont  respectivement  iiarallèles;  on  a  donc     ^.  =  iH2. 

Los  triangles  rectangles  NPO  et  FGO,  ayant  un  angle  aigu  com- 
mun, sont  semblables,  et  l'on  a  :    t^- =  ^^ ^.^^J— •  les  deux  nro- 

l' Lr  NP         '  '    •     1 

portions  ont  un  rapport  commun; 


donc 


KM ^  [•G '  ^^  ^^^  =  '^''' >  ^"""^  ^'^'  =  f c;. 


Les  triangles  rectangles  NMF  et  NGF  avant  rbyjioti'niise  com- 
mune et  un  anlre  rùb-  (''gai,  NM  =  l'G ,  sont  égaux  ;  donc    MF  =  NG. 

Dans  le  iiarall.'logramme  NFX'F',  le  côli'  F'N  =  I''\';  ir-s  triangles 
reclangles  NMF'  et  F(  ;\'  sont  .'gaux,  car  NM  =  FG,  et  rhvpoli'muse 
F'N  =  Fi\' ;  donc    M I''  =  GX'. 

Ainsi    MF-+-MF'  =  XG-+-GX'r^AA',  quantité  constante. 

La  coHvhr  rst  donc  une  <'llij)!ir  injnnl  F  ri  F'  pour  foijcrs,  AA' 
pour  (jrnnd  axe,  et  pour  })ciU  axe.  \\\V,  projection  du  diamètre  DD' 
perpendiculaire  à  l'ihtcrseclion  des  plans. 

Proposition  X.  —  Théorème. 

1)05.  Lcfs  ordonnées  de  l'ellipse  sont  aux  ordonnées  correspondantes 
du  cercle  principal  dans  un  rapport  constant. 

Dans  le  théorème  précédent,  si  l'on  rabat  le  cercle  sur  le  plan  de 
Tellipse,  les  ordonnées  correspondantes  PM  et  PX  étant  pcrpendicu- 


) 

^ 

..-■lÀ 

H 

K^ 

/  I 

5 

laires  au  diamètre  AA',  prennent  la  même  direction,  et  on  a  tou- 
jours : 

PM      OH      h 

1^"^  (7Ï)""  â'  ''3PP"''tf"nstant.C.Q.F.D. 

500.  Scolie.  1"  Le  rapport  -    peut  varier  de  zéro  à  runil(''.  Le  iire- 

mier  cas  a  lii'u  quand  le  cercli!  est  perpendiculaire  au  plan  de  pro- 
jection',  rellipso  se  rédait  alors  à  une  droite.  Le  second  cas  se  présenir 
quand  le  cercle  est  parallèle  au  plan. 
2"  Hi  l'on  décrit  un  cercle  ayant  le   petit  axe  pour  diamètre,  1rs 


ï 


m'i 


c    NM  =  FG. 


rection,  ol  on  a  lou- 


zi'ro  à  l'unili'.  Lo  |ir( 


i.e  pour  diamètre ,  les 


LIVRK   MU.  ^   u;s   COURBES   USUKLLES  CnQ 

port   ^'  '^  '"  '"''■'''''  ««"t  dans  le  rap- 

b' 

Donc    LO  =  h      ■     •      "      '^'^      ^^  °"  '* 
POouMV      NO      a 
_^^  Proposition  XI.  -  Théorème. 

^  Gonsid,^rons  les  s.canï;  '^c^   J'r?^  X,'T?"'"  ""'  ''  ^-"'^  «-• 
ont  même  abscisse-  on  -,  ■     ^E  J^  CE      '"'  '^°'"'^  d'intersection 

'^'^■s  GE  et  G'E'  sont  divise's'^,,,:  ,    ^  ^""  "'^^'  ''"'  '''  '^'''''- 
"Visc.s  dans  un  même  rapport;  et  en  vertu 


d  un  'h''orème  connu  r no  on7\    i       i     . 

'■'■:;;  ';»  un  même  "r,i"   ■''^'  ''^^  ^'^°''«^  GG'    CC  et  A.V  concou- 

~°  Les  ordonnées  (\V  ft  C'c" 
à  In  limite,  les  points  G  e    T '  1  ^'"r"*,  '"  '''''l'P''«cher  indéfinimeni  • 
;;J^i-;  des  tan^.^!:;^,:;^,-,;;-^^;"^,  al-i  ,ue  c  et  C  "^ron 

Scolie.  On  prouve  d'uno  mn   ••  ^  '^^  '"'  ""•"^«pom/. 

-^  'a  --e  ordonna  se  coupirtS^lSi^t',:-  '-'"'^  de  contact 


Proposition  XII.  -  Problème. 


''  "^^""nson   rayon  quelconque  OX  ; 


^!: 


m': 

'*'■■■■ 


0yt 


«T. 

■  "*'  ï 

»■')•■■  ;i',. 

ri  *^ 


:3f  i;w 
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rordomii'e  du  point  N  et  l'abscisse  du  point  L  donnent  un  point  M  de 
la  courbe  ; 


car  on  a  :    j^,=  ^-^  =  -    (  n»  bOoj. 
Ordinairement  on  divise  le  cercle  principal  en  parties  égales. 

Proposition  XIII.  —  Problème. 

!j09.  Sans   construire  la    courbe,  trouver  tes    points  d'intersection 

d'une  droite  et  d'une  ellipse  dont 
on  connnit  les  axes. 

Soient  LM,  AA',  BIV  la  droite 
et  les  axes  donnés.  Décrivons  le 
cercle  principal,  menons  BM  et  1)N 
I)arallèles  à  AA' ,  et  iiar  le  point 
M,  l'ordonnée  NH. 

Menons  LN,  puis  les  ordonnées 
C.P  et  G'P';  les  points  C  et  C  sont 
les  points  ehercliés.  ('ar  on  a  : 

(il'^G'P'^NlI^u 
Proposition  XIV.  —  Théorème. 

SIO.  l'n  point  queleoniiue  d'une  droite  dont  tes  extrémités  t]lisse)it 
respectivement  sur  deux  dmiles  reetunijuluires ,  déerit  une  ellipsr 
dont  les  axes  so)U  sur  les  d)-oites  reetumjut'dres,  et  le  rentre  à  leur 
point  d'intersection. 

l"tv/s.  Si  le  point  M  est  sur  la  droite  mobile  CD,  de  ce  point,  abais- 
sons une  perpendiculaire  sur  ()X,el  |)ar  b;  point  0,  menons  une  paral- 
lèle à  CD.  On  a  ()N'  =  CM;  le  point  N'  appartie-nt  donc  à  la  cir- 
conférence décrile  du  point  O  comme  centre  ave;  CM  pour  rayon: 
or  les  triangles  semblables  DPM  l't  0P\"  donnent  la  proportion  : 

PM      MD  MP       MD 

F^'  ■"  0>r    ""    NP  "^  VÎT:  '  '■''t'P'""'  '^'^"slant. 


lonneiïl  un  point  M  de 
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n  parties  égales. 

pointu  d'intersection 
et  d'une  ellipse  dont 
es  axes. 

:,  A  A',  Bir  la  (Iroile 
donnés.  Décrivons  le 
lal,  menons  BM  et  DN 
AA',  et  i>ar  le  point 
e  NH. 

V,  puis  les  ordonnées 
les  points  C  et  C  sont 
erchés.  Car  on  a  : 

(;'r'AiH_  /. 


les  extrémités  (jlisseut 
•s,  déeril  une  ellipse 
'.s,  cl  le  eentre  à  leur 


CD,  de  ce  point,  ahais- 
0,  menons  une  paral- 
rlient  donc  à  la  cii- 
ive"  CM  jiour  rayon: 
enl  la  proportion  : 

îonslant. 


i'onc  le  lieu  est  une  eilipso  avTr.l  n  .,. 

«=MG:";;^':i;,r""^^^'-^  Quelle 

Y 

C 

[Y 


A  )(.       A' 


l'Oint  0,Lnons   un^^a    i". /T  <,;"''?"''"' '''\\  ^^^  ''^''  ''^ 
PA!__        ])Âl  toujours    UN  =  CM;  et 

FX"~(TX  ou  CM' "'''"'•l'"'"'' '-onstant. 
Donc  le  lieu  du  point  M  est  une  ellipse 

|.s:;J-;irt^î^,:?,l:=^;llrs-;  i^t  '-'  '°  '™--"^ 

moyen  d'une  rè^lo  ou  d'un     IrL     ,1  •  '  ''"'  J'"'"  1'°'"'^'  '•"' 

point  M',  on  po?te  les  ^ïx  démîtes  K' et  m'I^"^"'"^'  '  ^"''^'-  "" 

Proposition  XV.  —  Théorème. 

J^i.    L'aire  de  l'ellipse  éyale  .  nuUtiplié  par  le  produit  des  denn- 

Considérons  des  ordonnées  (^qui-  P 

•l.'slanles,  et  se  multipliant  indéli- 
n;menl.  Par  les  points  C  et  \I    nir- 
"onsdes  parallèles  à  AA'.  L'el'lips,' 
est  la  limite  de  la  sonnne  d.^s  r'c- 
tangles  analogues  à   Ml'NV    et  le 
'•'•rcle  la   limite  de   la  somme  des 
■-''ctangles  tels  que  Cl'GV.  Or  les 
deux  rectangles  ayant  même  h.m- 
leur  \p  sont  dans   le  rapport  de 
leurs  bases  MP  et  CP,  ou    -'' 

''JéUHîH^I»     „■  I, 

eerele  ~  a'  ''"'P^'^  =  ''<-'>'de  x  ■ 

n 

ellipse  =  ^,7^  X  ^^  .=.  u'76 


.Ci: 


M 


w 

-ut- 


i 


4\ 


llV     .  I 

fi 


1(1 

J    i  i  II 

i 


V  (' 


if 
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512.  Corollaire.  Pour  .''valucr  une  aire  quelconque  limi^^e  par  un 
c  (I  ellipse  ,  par  exemple  le  serment  illj  ou  le  secteur  OIII,|,  il  faut 

multiplier  par  le  rai.port  ^  l'aire  correspondante  dans  le  cercle  prin- 
cipal. 

L'el!i|ise  nnb  est  moyenne  prnporlionnelle  entre  les  cercles  ira»  et 
nb'  décrits  sur  les  axes. 

Prop.  »îtion  XVI.  —  Théorème. 

1)13.  L'ellipse  a  pour  éqwaion.    a^y=  -f-  b-x-  =  a-b'^  (  n"  ^i8'j  ). 


Décrivons  le  cercle  principal.  Pour  un  point  quelconque  M  de  l'el- 
lipse et  pour  son  correspondant  N ,  on  a  : 

MPou7/-?i        dou  NP   =-gf 
Le  triangle  rectangle  OPN  fournit  la  relation 


mais 


NP  =()N  —  ()P  =<r-—x^ 
m>"-  =  '^,    donc    ^=0,-:,^ 


b'   '     -57 

d'où     iv'ii'  -+-  fc»a!=  =  a'if 
Telle  est  la  relation  constante  .pii  existe  entre  les  coordonnées  de 
cbaque  point  de  1  ellipse,  lorsqu'on  prend  ses  axes  de  symi^trie  „our 
axes  des  coordonnées.  "'  ' 

En  divisant  tous  les  termes  par  a'b-,  l'équation  devient 

?/ 


w 


-=1 


Scolie.  Lorsque  a=b,  rdlipse  est  un  cercle,  et  l'équation  se 
implifie  :  .r=-t-,/^  =  «.,  le  triangle  rectangle  OXP  donne  directe- 
aent  cette  relation. 


s 
men 


§  n.   -   HYPERBOLE 
Définitions. 

514.  Uhjiperbole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  difTéTence  do-^ 
distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  situés  dans  son 
plan  est  constante. 

Les  )ioints  fixes  se  nomment  foijers. 


loonque  limilro  par  un 
le  scclour  0111.1,  il  faut 

ntc  dans  le  cercle  {U'in- 
enlre  les  cercles  na-'  et 

"ème. 

=  a=b  (n"  /iS'j). 


i  quelconque  M  de  l'el- 


on 

=  a-  —  X- 


tre  les  coordonnées  do 
axes  de  symétrie  i)our 

ion  devient 


rcle,  et   Tôquation   se 
ONP  donne  directe- 


qiif  la  difTi'renre  dos 
3  fixes  situés  dans  son 


L'vn..;  v,„.  -_  ,„3  ,^,,„^^^  ^^^^^^^^ 
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,,/ ,  "  "^  •'^■>  "n«  lou-ucr  consia;,!,.'  F  „( 
'    deux  1)0  nls  fivpa- c..;  '"^i-'imi.,  i    et 

M">MF_MF,     et    FF>NF_vr.      ,    ,    , 

"no  n.y-io  plus  lo...iruo  que  la 

distance  focalo,  o(  ,n  fil  ,w.al 

"  Ja  longueur  de  la  rèi^io  di- 

m'nu.'e  de  2«;  on  fke  les 
exlromitos  de  ce  fil  ,,„  C  et 
e"  F.  Si  l'on  tend  le  fil  le  Ion- 
fie  la  rôfflo  on  faisant  tourno'; 
''■xlron.ité  de    cette  d.Tnière 

.-jutour  de  F',  la  pointe  à  tracer 
'l"cnra     une     partie     do    la 

courbe,  car  on  a  toujours- 

En  fixant    le   fil   ,.n   F'    ol 
plaçant  la  règle  en  F    nn'nhii.  i 

située  à  gauche  de  la  p;;;;^|]S:;i^";)r"'''  P"-^'^  '^  '«  ^°-be, 

rayons  DA  et   DA'  .dont  la 

différence   égale  2a,  dé.cri- 

vnns   deux    circonférences. 

'une    du    point   F    comme 

centre,  et  Tautre  du  point  F. 
Les  points  d'interseclion 
appartiennent  à  Tliyperbole 
Remarques,  l»  Poi,p  ^^^^'{^ 
y  ait  intersection  entre  le? 
•ii'uxcircnnférences,  il  faut 
qu'on  ait   FF'<DA  +  nA'. 


*  :olfo  ; 


■omiiiedcsdeu 


'■gale  20D;  d'où  il  suit 


X  l'ayons 


'OintD  ne  doit 


que 


j^. 


'i\;- 


i'- 


jamais  être  pris  entre  F  et  F' 


in 

II 

.ut- 


'■'•Ji.'vt\ 


! 


i.  ' 


1    ; 


I^Kpl 

kS- '^' 

^^HfewJ 

l^i'-v^  Il  i' 

■■p^jl^p 

Pllg^  'p  ».] 

^^K^M'''^ 

w^^Il'  t' 

^^^Ë^4';^ 

!p/f  ?-';■"  ;! 

^^^^H^lt^îl:'■l% 

Cfij;":,'    ■"•    .«'      " 

^Hiii 

œ3if  ,:: 
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2"  Quand  lo  poinl,  D  oslcn  !•',  la  snrniiH' des  rayons  ('sale  l'I'",  elles 
circonférences  di'critcs  des  centres  1'"  i;l  l'"sonl  langcnles  on  A  ou  on  A'. 

017.  Scolie.  1"  Les  plus  pelils  rayons  qu'on  puiss(!  utiliser  jinur  un 
même  jinint  ont  pour  iont^ueur  r.  -ho  el  r  —  ". 

2"  La  perpendiculaire  OY  l'ievi'e  an  milieu  de  FF'  étant  le  lieu  des 
points  également  ('loignt's  des  foyers,  ne  peut  rencontrer  la  courbe; 
dans  le  tracé'  continu,  il  faut  que  la  règle  ot  le  lil  aient  jiour  diiïérence 
2tt,  mais  rien  ne  limite  leur  longueur;  parcillemeid,  dans  le  tracé  par 
poinis,  les  rayons  des  circonfé-rencrs  s(':cantt'S  |)envent  croître  indi'll- 
nimeid.  Donc  l'hyperbole  est  com|iosée  de  doux  ))arties  sé'pan'es,  t't 
les  branches  de  la  courbe  s'étendent  indélinimenl  au-di'ssus  el  au- 
dessous  de  OX. 

Proposition  XVII.  —  Théorème. 

iJ18.  Pour  tout  puinl  iutcricur  à  l'h^jpcrholc ,  la  diffèrfuce  drs  dis- 
tances aux  foiicrs  est  plus  (/randc  que  2a; 
]Hn(r  (oui  })olnl  extérieur,  eelte  même 
différence  est  moindre  que  2a. 

Un  point  est  intérieur  lorsqu'il  est  dans 
une  des  deux  régions  du  plan  où  se  trou- 
vent les  foyers,  et  extérieur  lorsqu'il  est 
entre  les  deux  parties  séparées  de  la 
courbe. 

1"  Joignons  le  point  intérieur  (".  aux 
deux  foyers,  el  menons  MF.  On  a 

CF<(;M-hMF 
donc    (  '.F'  —  GF  >  CF'  —  { CM  ■+•  MF  ) 
ou  r.F'  — (:F>MF'— MF 

c'est-à-dire    CF'— (,:F>  2rt... 
2°  Joignons  le  point  extérieur  D  aux  deux  loyers,  el  menons  F'N. 
On  a  FD<NF'-t-ND 

donc  F'D— l)F<NF'  +  ND  — OF 

ou      F'D  — nF<NF'— NF,  c'est-à-dire  F'D  — nF<2a.  Donc... 

510.  Scolie,  Selon  que  la  différence  des  dislances  d'un  point  aux 
deux  foyers  (!sl  sui)érii'ure,  ou  inférieure,  ou  égale  à  2rt,  le  point  esl 
intérieur  ou  extérieur  à  l'hyperbole,  ou  appartient  à  celte  courbe. 

Proposition  XVIII.  —  Théorème. 

u20.  L'hyperbole  a  pour  axes  la  droite  qui  pasue  par  lex  foijers,  ri 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  île  la  droite  qui  joint  ces  vicmes 
foyers,  et  pour  centre  le  point  de  7-encontre  des  axes. 

Soit  M  un  point  quelconque  do  l'hytJcrbole.  Prolongeons  les  jier- 
pendiculaires  MP,  MV,  el  la  ligne  MO;  et  prenons  PM'  =  PiM, 
VN  =  VM  ,  ON'  =  OM  ;  nous  déterminons  ainsi  les  points  symétriqin'^ 
de  M  par  rapport  à  AA',  à  BIV,  et  au  point  0;  il  suffit  de  prouver  qw 
ces  points  appartiennent   ".  la  courbe. 


ilE 

i  rnynns  ('gali'  VV,  cl  los 
Inngcnlus  en  A  ou  en  A'. 

m  puisso  ulilisor  pour  un 
(. 

de  FF'  cHanl  li'  lieu  des 
il  rcnconirer  la  courbe; 
e  fil  aient  |)our  (iiiïérence 
emeiil,  dans  le  Iracé  par 
s  |MMivenl  cnùlrc  indiTi- 
leux  parties  si''i)ari'('s,  el 
liment  au-dessus  et  au- 

orème. 

Ir ,  la  (lilJ'éiruce  di's  dis- 
1  est  plus  fjrande,  que  2a; 

cxU'vu'ur ,    celle,    même 
indve  que  2a. 
téricur  lorsqu'il  est  dans 
ions  du  plan  où  se  trou- 
et  extérieur  lorsqu'il  est 

parties   séparées    de    la 

î   point  intérieur  C  aux 
menons  MF.  On  a 
CCM-t-MF 
>GF'  — (CM  +  MF) 
;.F>MF'  — MF 
—  CF>2a... 
loyers ,  et  rncnon?  F'N. 

-I)F 

)_nF<-2'(.  Donc... 

islances  d'un  point  aux 
1  égale  à  2a,  li;  point  esl 
l'iient  à  cette  courbe. 

éorème. 

i  passe  par  les  foyers,  e\ 
dite  qui  joint  ces  nicuies 
des  a.ves. 

lie.  Prolongeons  les  per- 
et  prenons  PM'  =  1\M  , 
isi  les  ])oints  symétrique- 
•  ;  il  sulTit  de  prouver  qin' 


LIVIIK    VIII. 


LKS   COUIIBKS   tJSUKLLKS 


•^'' M- 'est  donc  un  pam  :i  "'  ''''"'''"^  ""  '""rs  mili,.»,- .   ,,   . 
•J-i.  Scolie.  En  eréniM'il     k 

f"  <""  'm,  „■„„„,,;;'  "''  'I'- 

â,;.ir%^„": "«'-rr:;,' 

f.''  rapport   '1  .t  r  '    "^ '■^  =  a"-f-6» 


i^«  /« 


""X  «ommels  :  A  et  A' 
Proposition   XîX.  ~ 


''^^■i''>!°S':,::!z-'"''  '"  ' 


Théorénjî 


'■^•^■'-'c/n-..  de  l'angle  des  rayons 


H.    ■ 


&*      , 
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Considérons  une  sécanlu  quelconque  MM';  de  l'un  dos  foyers,  abais- 
sons l,i  iHTpcndicuIain-  l'T, ,  et  pn;- 
M(Mis  la  \\^[u'  ('.i''|  ÔLTide  à  Cl';  mr- 
noMs  F'h'p  el  joignions  le  pciint  D 
au  loyer  F,  et  le  point  "*'  aux  trois 
points  F,  F'  et  F^;  nous  avons 
MF,  =  MF,  et  1)F,  =DF 
donc  |)F'  — ltF=:  FF, 

MF'-MF,==MF'— MF  =  2a 
mais    F'Fj    est    pluâ    grand    que 
l"M  — Ml',    ou  2a;  donc 
l»F'-DF>2(t 

La  dilîérenci!  des  dislances  du  point  D  aux  dfux  foyers  étani  plus 
grande  que  'la,  h'  point  I)  est  dans  riiyperltol.-  (n-'îllH);  il  est  donc 
situé  entre  M  et  M';  de  plus  l'angle  l'',l)('.  —  FDC.  ;  etcela  a  lieu  qu('l(|ue 
rapprochés  que  soient  les  points  M  et  M';  mais  h  la  limite,  quand  AI' 
se  confond  avec  M,  la  sécante  devient  tangente.  Donc... 

o23.  Corollaires.  1"  Toits  les  points  (le  la  lainjcnlo ,  sauf  le  point  dr 
contact ,  sont  hors  du  la  courba,  car  on  a  111  "— IIF  <  F'I',,  ou  -la; 
ainsi  l'hyperbole  est  une  courbe  convexe  (n-  482). 


^^€ 


2»  Fm  normale  MN  est  lilsscclrirc  de  Vamih  a.rtcrimr  formé  par  les 
raijons  vecteurs  du  point  de  contact;  car  elle  est  perpendiculaii'e  à  lu 
bissectrice  intérieure. 

024.  Scolie.  La  droite  F"l'',  nul  joint  un  foyer  au  point  sijmétrlijKc 
de  l'autre  foyer  par  rapport  à  la  tanyente,  passe  au  point  de  con- 
tact. 

Aux  sommets  de  l'hyperbole,  les  tangentes  sont  perpendiculaires  à 
1  axe  Iransverse. 

Dénnition.  On  appelle  cercles  directeurs  de  riuperholi^ .  les  cereli- 
décrits  de  chaque  foyer  comme  centre  avee  2a  pour  rayon. 
L'Iiyp^'rLole  a  deux  cercles  directeurs. 


itii: 

ili'  l'iiii  (les  foyers,  abais- 
rpctidiculairi'  !•"('.,  et  pro- 
giii'  CI',  éj,'iile  à  Cr-,  me- 
I ,  et  joifriioris  h'  puiiit  D 
:'' ,  et  le  p(jint  "*'  aux  trois 
,  F'  et  Kj-,  nous  avons 
^,  et  1)F,  =  I)F 

|)F'  — |)F  =  FF, 
\lFj  =  MF'-MF  =  2a 
j    est    pluâ    grand    que 
',    ou  2a;  donc 
)F'— DF>2(t 

X  deux  foyers  élan!  plus 
Ijole  (n"î;iH);  il  est  donc 
DC.  ;  et  cela  a  lieu  quehjue 
ais  A  la  limite,  quand  Al' 
nie.  Donc... 

iiiijcnic ,  aauf  le  point  dr 
F'— llF<F'Fj,  ou  lia; 


y 


extérieur  formé  par  Ifs 
est  perpendiculaire  à  lu 


/('*•  au  point  sijntétri(jitc 
passe  au  point  de  cun- 

sont  perpendiculaires  à 


l'liyn(>i'hnle ,  les  cercle- 
pour  rayon. 


«•'«po..-.,»  XX.  -  Thé.rf„e. 
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décw,  „„  4:;',' .  -^i""'"^-  ^"  f»y..  ,■■  Cl  ™,.  ,,  e„e,.  ,;,„„,„„, 

•>-fi.   Scolie.  L'/,jij„'rho{r  est  le  /;,.,.    1 

•^'1  peu!  u(ili>,er  le  p,.n  1     i- 

;arc  (.1   élevée  ..u  milieu  de  FF    p.(    '"'-"""■''''•,;  la  perpendi- 

';^  <^ercle.  Soil  I.'G  celle  posi  ion  e uH  1-''  '  '^''^"^  •^^^''"i'"  'aii-enle  • 
"''-'vee  nu  n.ilie,,  de  ^.ul^o^^ ^'.'^^^''Y-  ^^'  '^•^''l'endiculaire  HD 
';■  «>'"-t  es,  donne  p,rj,  ..^      ..^''f^  à  l'iuperbole.  el  le^"„; 

point  de  conlac,  ,.„  i.Kiniîne,.,  .-.io  .Im'  '  ''""*  P'^''"H^-les;  donc 


'■%■■ 


/«  'V. 

'4. 'kl 


■■■■''■■  ^!j«I 

-If 


tjv   •  f f 
">'•      'lit- 

.'  i  •  ■;■' 


ai  H 


IÎI.IÎMKNT»   DIC  GKOMKTHIK 


.£i^ 


iiirl  sr  iiiiiinnr  asiini/ilnlf  <lc 
l'Inilii'rhdle;  celto  lanK''iito  DU 
|in:-i((  nii  ceiilro  0,  iiiilii-u  de 
l'I'  |inis(|irello  ost  |i,irnllèli'  à 
l"ti  bii.sc  (lu  lri;iiif'l(i  ITih",  cl 
(|tiVllt!  |las^^e  iiu  ;;oinl  11  milieu 
do  l'd. 

A  caille  (If   la  symiîlric  (l(>s 

points  (le  la  courbe  |iai'  rapiiiul 

au   ccnlrt,',   la    litrnr    |)I(1V    est 

as\mpl(ilL'il(,i  la  |>ai'lii'  infi'iimirc 

de  la  hranohc  de  grandie. 

_  l^a    laiip'iilc  FCi'   ddhiic   une 

nouvelle  asymptote  Toi";  le>  deux  droites  |)(i|)'  el  TOT  font  de^^ 

angles  (Vaux  avec  l'I'',  car  les  anyles  TKd  et  l'Fii,  son!  .V.inx  ;  donc 

/cv  ii.fra  soiil  /('S  lilssrrlrirrs  des 
iimjlrs  fdriiK'n  jiiir  1rs  (isi/iii- 
/iltilrs. 

Au  sommet,  ('levons  une 
perpendiculaire  AL,  iimité(!  à 
l'asyniptole;  les  Iriantries  rec- 
langles  IIOF  et  AOL  smd 
(i.u'aux,  car  ils  ont  un  an^de 
ai|j-u  commun,  et  Oli  =  </.,l'"Ll 
='«  =  OA;donc  OL  =  OF'=c,- 
l'îir  suile  (n-  ,"21),  AL  =  /). 
„.„,      ,,         ,       '  valeur  du  demi-axe  non  Irans- 

v..i.e.  Dnnr  /es  ns,iu,,,lnlr,  snni  ,lirù,r,'s  .nirani  1rs  ,na,,nualrs  >lu 
rrclanuir  rn>,slrmt  snr  1rs  .lr,u- a.rrs,  et  la  dislance  l'il  du  fover  à 
I  asymptole  ep-ajc  /*. 

Les  asumplolrs  ,lr  riu„,rrh„lr  r,/uilalrrr  sr  mnpml  à  ,un,lr  ,lroil  ; 
car  a=:h,  ot  le  reclanpfle  d(?s  axes  devient  un  carn''  (n-ii-Jl). 


Proposition  XXI.  —  Théorème. 


.'J28.    J.r  llrn    ((rs   /irnjrrlidiis 
lirs  fiiiirrs  sur   1rs  liuiijr)tlrs  à 
l'hijperbulc   est    Ir  rrrc'lc  drcril 
sur  Ceux-  transverse  cuminr  dia 
i/irtre, 

Sup|Josoiis  une  Uuii^enle  quij- 
conque  iMC,  et  le  cercle  direc- 
teur dijcrit  du  foyoi'  F';  menon- 
OC.  Nous  avons  l'C,  =  i,oFF 
OF  =  I/o  FF';  donc  OC  (|ui  joint 
les  milieux  des  ccUés  VI'  et  l'\\ 
égalei/aFT,  =  a;  donc  le  lieu 


IK 

nnni'iil  rliiiifiii-  lin  snni- 
iiiiiinnr  usiiiiiiilnli'  ili- 
iiilc;  celle  tariK-'iito  DU 
m  ceiilro  0,  milieu  de 
8(|ii'olle  ((st  |i;irnllèli'  à 
il'  ilii  lri;iii.uli'  ITih",  cl 
lasso  iiii  jHjjiil  11  milieu 

1-0  lie  In  Hymijlrii'  lics 
f  In  courbi'  p.ii'  riippiiil 
re,  la  U'/w  IXiJV  csl 
lodo  la  jiai'lir  in  IV' ri  mire 
•anchi'  do  >rauclio. 

Il)."'tllr    FCi'    ddlilli'    Ulir 

Mil)  ol  TOT'  font  dos 
l''l'"<  i,  son!  l'^raiix  ;  donc 
s  sitiil  1rs  hissrrlriri'n  des 
l'iiriiK'x   jiiir  1rs   iisiini- 

.sommel,  l'Icvons  une 
diciilaire  AL,  limitôo  à 
itolo;  les  lri;uif,dfs  rvc- 
liOl'  et  AOL  sonl 
•  Jir  ils  mil  un  anj^lo 
iinnuiu,  ot  Oll^l/^F'G 
)A;donc  ()L  =  OF  =  r; 
ile  (n"  ,"21),  ALr=/.. 
lu  <iomi-îi.\e  mm  Irans- 
•inil  1rs  ilidfiiinalrs  ilii 
islance  l'Jl  du  foyer  ù 

■iiiijiriil   à  (itiifir  ilviiil  ; 

cavvr  (n".')Jl). 
ème. 

'•  //''((  ilrs  /iriijrrllniis 
•s  sur  1rs  Idiii/rnlrs  l'i 
lie  est  Ir  rrrdc  ilrcrll 
Irimsversc cuiuinr  din- 

oiis  une  lan^enlequil- 
K;,  ol  le  cercle  diree- 
it  du  foyoi'  F';  meiKui-- 
i  avons  VC  —  '/2l'"'''i, 
''F';  donc  OC  (|ui  joiril 
x  dos  côtés  VV"  ot  Fi', 
■'Fj  =  u;  donc  le  lieu 


UVHK    V,„.  _   ,_,^ 


f^OlRBIs    USUELLES 


""    I'"   lit    Ces;    l„    ,.     .,    ,         ,.  -^»'E.LLES  (,)!, 


Pro; 


Po..-t.o„  XXII.  -  p,ob,é 


1"  <oi(    M         ""/"'""  crlrrirur. 


me. 


l""-""  point  pris  su,- la 


>^\  il  «unit  di! 


""•"or  la  l.is- 


^^^■Mnirrùl-i,,,^,,,,,,^,,, 
U'cnvons  le  oerol,.  Hi,.,.->.....„  ",''^. 


'VOUS  le  cercle  direct 


monons  la 


,     >"<■  iiuntlU'Ir 
our  relalifau  foyer  F' 


P^-'i'|)cndiculaire  Ï'EC,  sur  I 


"  «Ht'  // 
Ol 


.'/'"'  don 


Il  Cl'. 


"  d  roi  le  don  11 


P'ir  l'autre  foyer 


'vS' 


00  XIJ. 


m 

m 


m: 

m 

■¥  ;iL 
'•■''  '■  ■ 
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fi 


il 
II 


Les  perpendiculaires  MTetNV,  élevées  aux  milieux  (le«  droiles  FE 


eti'd,  sont  tangentes  (p"  u>6;  ;  et  les  rayons  VE  el,  |.'ï;   ,|,'.|orniinenl 
les  poihls  de  contact.  ■"..mniLiii 

ji33.  ScoUe.  i"  La  corde  des  rn>,(ar.ls  M\  i,asse  „u  retire  de  Hn,- 
VF  î'rifrr      :    •^^."^"f-"i^'o^''•anl  perpon.li..,„|„iros  an  rnilien  .le 

l^Alb  ,  Ll'  (j  et  l\(,  sont  isocèles,  tous  leurs  aii^^lcs  vu  G    F     F 
sont  égaux;  donc  les  lignes  NF  et  F'M  sont  pMralIrl,.^-   ij  ,,„'  es!  Hr' 
même  de  MFel  F^^V;  ainsi  la  figure  .Mi'XF'eit  un  plrn  I.  o^  «m  ne 
et  la  diagonale  MN,  corde  des  conlacis,  passe  au  poini  (),  milieu  d; 
1  autre  diagonale. 
Cette  propriété  appartient  à  toutes  les  couili.'sA  centre 
'>  Les  solutions  données  pour  les  divers  pn.|,|,,neH  dos  tangentes 
n  ex.g,,.nt  ponu.  que  la  courbe  soit  tracée;  il  suriU  .|ue  l'on  connaisse 
les  loyers  et  "J/. 

Rcmnnjues.  1-  L'aire  d'un  segment  MAM'  d'hyprrbolo  n'.sl  point 


donné  par  une  f.nmule  élémentaire;  on  peut  employ,,.  les  lurmul 
Simpson  ou  Pone,!el  (ii..«r.O(!  et  r07^ 
■2"  L'Iiyperhole  a  (our  ériuation  a  ;/^  — 6 ■,/-=-: —  „.//' 


nilii'ux  de»  droilos  KE 


i-'VRE   voi,  ^  ; 


ou 


ES   COURBES   USUELLES 


901 


-,;.'i''"°"»"'°"'"l'li<le,e.devic,u, 


a;= 


•<r  =  a^- 


III.  _ 


PARABOLE 


i  1)1  |'"(i   (|('(i!riiiineiil 

ic  au  rcnlre  de  l'Inj- 
•iildiros  îiii  milieu  do 
!'•,  I''s  trois  li'iniiglcs 
iihkIi's  en  (j,  K,  F, 
ii'filli'Ios;  il  cti  est  do 
un  Itaniiiiîlo^rramme, 
111  |iidtil  (),  milieu  de 

à  i'eiil,i'(>, 

l)li''iiiUH  d08  luiiKoiiles 
H  (|U0  IVui  cnnuaisse 

liy|i('rlj(»lo  ii'csi  point 

/ 


n|iliiyt'i'  lo8  formuli' 
-  i(7i' 


534    L  'définitions. 

'ement  efo>Kïn\Afro"t"e'e.T'''  ^'^"^  dont  chaque  poinf  .-,   - 

courbe.  P°'"'  quelconque  de  la 

Soient  F  un  nnim  r 

AIAAC,  on  a  aÎf  ÏJ,,.'  P^'f^   ^'^   la  courbe  E- 
pa,'„bolr.  ^  '  *^'''"'^'  courbe  est  une 

^^^ïSi^tTirco^:j:r^-^-'ai.-o 

peut  s'étendre  du  cS^    i  h\P«''"l'ole  ne 
posé  au  fovep.  oarZu^      ■''''  ^"'ectnce  op- 

^ôte ,  est  plus   appr  X  7T  f-  '  ^'''  '^  '« 
du  foyer.  ''Proche  de  la  directrice  que 

^8  dislance  Fn  ri„  r 
«omme  ;;«,.«  .é,?.,^"J"jr  «  'a  directrice  se 
533   7^         .        '  °' '«  f^Pf-esente  par  p 

des   côtés  de    '^nl    i^f^  °"  l''ace  un  '  """""''  ''^''"'^'•^- 

con.re  la   directrS     u^fil  '^■"V  '"^^''''^ 

coté  de  l'angle  droit  U,  fi       '^"  ^  ''«"^re 

mités,  au  royerT,,[    ""''.P''  ^-^^  extré- 

sant  glisser  l'équerre  l"r'"'.^"'  "^^  '"a''" 

l'-ice,  la  poinl^rinp  '       "•^.  ^'  '^  direc- 

•^»  J'appliquanï  contrer?"'    r"'-'"''"''  '^  «' 
partie  de  la  pnrabo  p    .      '    '''"''^''"'ait   une 

stammentMF  =  .Mc  ""  '"""''"'^  ^'^"- 

Du  /over    ibni  «'"WZ/vc*-  et  le  foL. 

sur  la'd";:/";^^ '\P-P-dicuIai4 'fd 
l'a-'auiètre  FD;  ■;eno^nsn?'^:';î'■''■•^"  ^  du 


'''-clrice;etdi 


^menons  une  droite  quel, 


iconq 


"---Sc:;r-:s:'s™;3 


rconférence; 


■V, 


à. 


■fi. 


P 

m 


,;tr' 
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m^i 


\u 


n 


y 

I 


il 


^^HPPr 

■npiifix 

là! 

^^^H»!^ 

Upi^tw' 

!»i 

^H 

H| 

II 

^HHI 

H^!!^\'' 

&■ 

■ 

',! 

points  d'interseclion  de  cette  circonférence  et  de  la  droite  MM'  appar- 
tiennent à  la  parabole. 

linnan/ues.  1"  j'oiir  qu'il  y  ait  intersection  entre  la  circonférence 
et  la  parallèle  MM',   il  faut  qu'on  ait  (;i)>GI';  d'où  il  suit  que  le 


point  G  doit  toujours  être  au  delà  de  A  par  rapport  à  la  directrice. 

2"  Quand  le  point  G  est  en  A,  la  circonférence  est  tangente  à  la  pa- 
rallèle; car  AF  =  AD,  et  le  contact  a  lieu  au  point  A. 

037.  ScoHe.  Dans  le  tracé  continu,  il  faut  que  le  fil  et  le  côté  de 
lequerre  aient  des  longueurs  égales;  mais  rien  ne  limite  ces  lon- 
gueurs. Dans  le  tracé  par  points,  la  parallèle,  toujours  située  du  côté 
du  foyer,  peut  s'éloigner  indéfiniment  de  la  directrice:  donc  la  para- 
hol^-  rst  unr  courbe  complrlcmml  silw-i-  dans  la  rrçiion  du  plan  où  sr 
h'onvr.  le  foijer;  elle  eal  rnniinue,  et  s'étend  indéfiniment  à  partir  du 
point  A  dans  le  sens  de  AM  et  de  AM'. 

Proposition  XXSV.  —  Théorème. 

S38.  Tout  point  intérieu)'  à  ta  parabole  est  plus  rapproché  du  foyer 
que  de  la  directrice,  et  tout  point  extérieur 
est  plus  éloigné  du  foijer  que  de  la  directrice. 
1»  Du  point  intérieur  B,  abaissons  la  per- 
pendiculaire HC  sui'  la  directrice,  et  joignons 
le  foyer  aux  points  M  et  H.  On  a  : 

nF.-:HM-i-MI\    ou    HF  <BMh^MC, 
ou  enfin  15F  <HC... 

2"  Du  point  extérieur  G,  abaissons  la  per- 
pendiculaire GE,  et  joignons  le  foyer  aux 
points  N  et  G.  On  a  : 

GF>NE  — NG,    ou  enfin    GF>GE. 


•  NG ,    ou 


GF>N1 
Donc... 

S39.  Soolie.  Welon  que  la  distance  d'un  point  au  foyer  est  inférieure, 
ou  supérieure,   ou  égale  à  sa  distance  à  la  directrice,  ce  [loinl  est 


la  droite  MM'  appar- 

itre  la  circonférence 
;  d'oîi  il  suit  que  le 


LIVliK   vm.  _  LRs 


rt  à  la  directrice. 
;st  tangente  à  la  pa- 
ît A. 

i  le  fil  et  le  côté  de 
ne  limite  ces  lon- 
]jours  située  du  côté 
rice;  donc  //(  j)ara- 
'•fjion  (lu  jilan  où  se 
nimcnl  à  partir  du 

le. 

rappvoehi'  du  fmjrr 
jut  point  exlà'ii'w 
]tie  de  la  dircriricr. 

>,  abaissons  la  per- 
•ectrice,  et  joignons 
.  On  a  : 

HF  <BM-+-MC, 

,  abaissons  la  por- 
nons  le   foyer  aux 

ifin    (;F>GE. 

oyer  est  inférieure, 
trice,  ce  point  est 


•'fjUr. 


Proposition  XXV.  -  Théorème. 


'"  l'<^'-l»'»«linil„;n  ahai 


'Ssri' 


du  foi/r, 


J''^-  ^-»  Parabol,  a  pn„r  „,; 
■^>'r  la  direririre 

P»inl  donné,   annarlien,  i  ,  '  ^l'""''"'|ue  du 

i^S^ïïeK'^-j|--'fdîS;«! 

-=tï^rdrSSi^  r=- 

Wfient  à  la  parabole  (nâ)'"*^^"'"'-^'' 
^^A,ns.   la   perpendiculaire    V^,,,,,    ^^„ 


-oHe.Lopoi„tAestruni,ue....,,,,,,,^,„,^,^^ 


Proposition  XXVI.  -  Théorème. 

nPf.r;„o„„    ._  .  '■l'nnna.vp  croit 


Hecrivons    le  cercle  di- 
recteur relatif  nu  fover  F'- 

pour  un  point  quelconque 

Mdel'ell,pseona:MHL 

*"".  Les  points  D,  \  «t  v 

étant    fixes,    le    foyer    F' 

s  éloigne  de  plus  en  plus 

lorsque  le  grand  axe  au- 
mente;  la   perpendiculaire 
UL  est  la  limite  vers  1-,- 
quelle  tend  le  cercle  direc- 
'eur  qui  lui  est  langent  au 
P"'nt    ",    la    droite   MB 
normale  au  cercle,  tend  À 
devenir  parallèlii  •'.   i'.,. 

NE  =  Nf.  La  fcnU'ÏÏû;:^,/T;';™abot'?v''  "!'■■  °"  »  •"*"- 
!■  '«loyer,  elDI.  la  diroclrice  Dmc.  ■^^'  '^  """■  '°  »»m™'. 


Scolie.  Cette  ma 

de; 

exemple  le  théorème 
cel   ■ 


nière  de  considérer  la  paraboî 


f-priétés  de  l'ellipse  plusieu 


e  permet  de  déduire 


suivant  (n" 


u'  qui  est  .•■nonce'  au  n"  «03 


L'rTrlf  ..i'L '--^o^«.  par 


V- 
■h  ,"- 

,1  ;'      li.l 


>■ 


[■/■■:■: 


'''-],  et  un  théorème 


nalogue 
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TM/^ 

/^' 

/% 

•  -.\. 

.3*           1 

'  ^'>J 

rm 

X 

Si  y 

l 

...jf 

\ 

F 

vcTa^H,!"7-Tj'  '""  ^'"'^'''"'''  ^*''  **  ""^/'''•''  ^ff«"-^  ^^''<- 1"  rayon 

;;s:Vot/""^  '^^  '"''''"'  '■'  ^^  ^'^-"'■■'"  '^  ''«-  »--  p-  - 

Considérons  une  sécante  quelconque  MM'; 
ffj  y^     ""  ''"yer,  abaissons  la  pcrpenrliculaire  Fc' 

"  t't  l'renons  la  ligne  CF,  égale  h  CF  ;  par  le 

point  \\  menons  une  parallèle  à  l'axe;  celte 
parallèle  coupe  la  sécante  au  point  1);  me- 
nons les  lignes  qui  indiquent  les  distances 
des  points  M  et  D  au  foyer  et  à  la  direc- 
trice. 

La    circonférence    décrite   du    point    M 
avec  le  rayon  MF  =  MP,  est  tangente  à  la' 
directrice  en  P,  et  rencontre  DH  au  point 
Fj  symétrique  de  F;  ce  point  F,  est  donr 
>  situé  entre  la  directrice  et  le  foyer;  donc 

I)Fj<;DH. 
Les  obliques  DF  et  OF,  sont  égales  ;  donc  DF  est  moindre  que  DH 

îih,n"l''hw;?"^  ''.'"',  ^''PI^'T^^,  ^'"  f"ye'-  que  de  la  direcirice,  esi 
Mlué  à  1  inférieur  de  la  courbe  (n»  S;i9);  et  la  parallèle  F,D  passe 

M'DG-MnF'  ''^fn^^'"'',  ^'intersection  M  et  M';  de  plus  l'angle 
M1)0_MDF,:=MDF;  et  cela  a  l.eu  quelque  rapprochés  que  soient 
.es  points  M  et  M';  mais  à  la  limite,  quand  M'  se  confond  avec  M  la 
sécante  devient  tangente.  Donc...  ' 

54;i  Corollaires.  1"  La  (angentr  en  xin  point  M  de  la  parabole  est 

perpendiculaire  au  milieu  d".  la  droite 
f  ''  1  7"'  jomt  le  foyer  à  la  projection  du 
point  de  contact  sur  la  directrice  :  car  le 
Iriangle  FMFj  a  deux  côtés  égaux,  et  la 
tangente  est  bissectrice  de  l'angle  au 
sommet  (n»  36,3°). 

2"  Tous  les  points  de  la  tangente  à  la 
parabole,  sauf  le  point  de  contact,  sont 
hors  de  la  courbe;  car,  d'après  le  théo- 
rème précédent ,  pour  un  point  quel- 
conque H  de  la  tangente,  on  a  HF  =  HF  : 
donc  HF  est  plus  grand  que  la  perpendi- 
culaire HL,  et  la  parabole  est  une  courbe 
convexe  (n"  'i82). 

S'i4.  goolie.  1"  /,'•  foyer  est  à  égale  distance  du  point  de  contact  el 
du  point  où  la  tangente  coupe  l'a.ve.  Car  le  triangle  MFT  a  deux 
angles  égaux  :  l'angle  T  =  T'MC^FMT;  donc  }''M  =  FT. 

2' La  parallèle  à  l'axe,  menéepar  le  point  F,  symétrique  du  foiier 
par  rapport  à  la  tangente,  passe  au  point  de  contact. 


lE 


^orème. 

'/''.''  ('(laux  avec  /<■  rayon 
'  à  l'axe  menée  par  ce 

îcaïUe  quelconque  MM'; 
la  perpendiculaire  FC , 
^Fj  égale  à  CF;  par  le 
i  parallèle  à  l'axe;  celte 
îcanle  au  point  1);  me- 
indiquent  les  distances 
au  foyer  et  à  la  direc- 

décrite  du  point  M, 
:MP,  est  tangente  à  la 
'encontre  DH  au  point 
;  ce  point  Fj  est  donc 
rice  et  le  foyer;  donc 

F  est  moindre  que  DH. 

le  de  la  directrice,  es! 

la  parallèle  F,D  passe 

M';  de  plus,   l'angle 

rapprochés  que  soient 

se  confond  avec  M,  la 

M  de  la  parabole  est 
i  milieu  d",  la  droite 
lier  à  la  projection  du 
ir  la  directrice;  car  le 
eux  côtés  égaux,  et  la 
îctrice   de    l'angle   au 

's  de  la  tangente  à  In 
)oinl  de  contact,  sont 
car,  d'après  le  Ihéo- 
pour  un  point  quel- 
ente,  on  a  HF  =  HF,: 
rand  que  la  perpendi- 
\raboIe  est  une  courbe 

rlii  point  de  contact  el 
triangle  MFT  a  deu.\ 
FM  =  FT.  m 

symétrique  du  foyer       F 
ontacf. 


"3    Aa  normale  UN  eti  1,;^.^  ,   ■       .  '^ 

^"cl'^ur  du  pain,  dZnlc        Tl  "'  '''^"■'''"  f'"''»''  Par  le  rayon 


»>'iii  est  dirigée  suivant  l'axe 
'*'°P'»"*'-  XXVllI.  _  Théorème. 

l'axe  menée  par  if  ,5,,,    '  '  ''"'  '^''"■«"èle  à 
de  contact  f„':^^4Vel^^T'"''°'■''' 

dro  te  MF  ~\m.  ,i„      ,  ^^  '  ^  i»  ''■> 

trique  du  ,Cli    ^Lt'"'"^. '^'  ^^-=- 
^  directrice. 

qne  de  la  directrice;  cette  'circonérenT ''/  "'"'"^ '""«  P'-ès  du  fol  ? 
s;  e  centre  est  sur  la  courbe  eîl.pr  '''  ""^'^"^^  ^  '«  directXe 
S'  e  centre  est  hors  de  la  par'.bolp  .  '''  ''"'"'  '^'''''"'''  «"  doux  po[;  s 
de  a  d^ectrice  que  du  fo^r  ^"'''  '''  ''  <^^"f^e  N  est  plus  rappThé 
.   f  On  peut  utiliser  In  riin.„,„.-..     ... 


•fi"^  -■ 

Ér   ■.- 

■>»•■,<■ 

^   f 

:t--: 

:^'il^ 

:irm 

N-4' 

>:^-i 

,-'■'4 

-ii'';!^ 

feî 
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Proposition  XXIX.  —  Théorème. 

347.  Le  Uni  do.  la  projection  (hi  foifpr 
sur  les  tançientcs  à  la  pnrnbdlc  esl  In  lan- 
(joile  an  sonuiu'l. 

Abaissons  du  foyer  la  per|)endiciilaire 
lT,l'"j  sur  une  tangente  quelconque  MT;  le 
point  V^  de  la  directrice  est  le  sym('iri(|ue 
du  foyer  (n"  ;iWj,  donc  FC  =  CF,;  mais 
l''A  =  AD:  donc  la  droite  AC  est  porallMe  à 
la  directrice  :  c'est  la  tan<rente  au  sommet 
(n» 5.44,  2°). 

;J48.  Dans  la  parabole,  on  appelle  sons- 

,„,    ,  ,  .         '""rr»''' lii  projection  sur  l'axe  de  la  i)arlie 

de  la  tan-en  e  comprise  entre  le  point  de  contact  et  le  point  où  la  tan- 
gente coupe  Taxe. 

I.a  sous-nonnal,-  est  la  projection  sur  l'axe  de  la  partie  de  la  nor- 
male comprise  entre  le  point  de  contact  et  le  point  où  cette  normale 


coujie  l'axe. 


Proposition  XXX.  —  Théorème. 


3'.9.  La  sous-lnnrinntc  csl  diclsrr  m   dni.v  parties  égales  par  le 

snuunci  de  la  courue;  et  la  sons- 
normale  est  constante  :  elle  égale 
le  paramètre. 

\°  Le  triangle  MFT  est  iso- 
cèle (n-  344).  La  projection  ,iu 
foyer  sur  la  tangente  divise  MT 
en  deux  parties  égales;  mais  la 
tangente  au  sommet  est  paral- 
lèle à  l'ordonnée  MP:  donc 

AP:=AT. 


2"   Les    triangles    rectangles 
FjDF  et  MP\  sont  égaux;' car 


f' i'-^^^^Pj  et  les  hvnoté•nnse^ 
son  parallèles:  donc  PX  =  Fi),  et  la  slus-nornale  égale  Td  st  "nce 
du  foyer  à  la  directrice;  c'est-à-dire  le  paran.ètre  (n»  S'.). 

Proposition  XXXI.  —  Théorème. 

SoO.  L.e  carré  de  l'ordonnée  d'an  point  quelconque  de  la  parabole 
est  a  son  abscisse  dans  un  rapport  constant  P'^^auoie 

de  irc'ourbe'et  h'.T'''",''  °"  '"'•^"'^  f'°"^  '^''^  ^««  coordonnées  l'axe 
?f  .'".r?",  ^  et  la  tangente  au  sommet  :  MP  est  l'ordonnée  du  point 
Al ,  Al    en  est  1  abscisse.  ' 

Le  triangle  rectangle  NMT,  formé  par  Vaxe,  la  tangente  et  la  nor- 


treme. 

a  prnjrrlinn  fin  foijo)' 
'a  iififiiliolc  enl  la  Idii- 

'or  la  i)er|icndiciilaire 
nie  quelconque  MT;  le 
trice  est  le  bym('lri(iue 
donc  FC  =  CI",;  mais 
roile  AC  est  ])orallMe  à 
a  (antrente  au  sommet, 

bole,  on  appelle  soux- 
n  sur  l'axe  de  la  jiarlie 
et  et,  le  jioint  on  la  tan- 

Je  la  partie  de  la  nor- 
iioint  où  celte  normale 

ème. 

partirs  pgales  par  Ir 
■'  la  courbe;  et  la  snus- 
stvonslanii'-.plli-  rriale 
'-Ire. 

[■iangle  MFT  est  iso- 
44).  La  projection  ,lu 
la  tangente  divise  MF 
arlies  égales;  mois  la 
îu  sommet  est  paral- 
lonnée  MP;  donc 

AP  =  AT. 

triangles  rectangles 
IPX  sont  égaux  ;  car 
',  et  les  hypoti'nuses 
laie  égale  la  distance 
■Ire  (n"  33 'ij. 

)n(]iir  de  la  parabole 

les  coordonnées  l'axe 
l'ordonnée  du  point 

a  tangente  et  la  nvr- 
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'"«/'',  <lonne  la  relation  MT"=.-fpv-i3^        •   ,  — 

—  Il  xPN;mais(n"-i',9)TP=.2.\P=2,r 


PonUs.  Kn  effet .  on  a     Mi^"-_.„        ,     ÀTP-  '  '"  '"■""•■' 
Al-  ~-P'    et     ~^^  ^2p 

précédente  devient  :        f^__MV  yy       --;'•'  '«'al-on 

•        ■'      ''""^/"«'"""lolnparal)olo^'n"',8',). 


Proposition  XXXII  —  PmKl  ■ 

'^•^^-  Wiener  tme  lannenfo  A  ; 

cop^e  "'  ^   ^^  '--"t  donné  sur  la 

i"-  moyen,  l'rojotons  M  sur  1^  Hi 
^'-^'^^tnce    joignon^M   au  Cr  '     " 
r;^  f -ctrice  de  Tangirr^î?; 
■n    •"2j,ou  ''lovons  une  perpendini 
'are  au  milieu  de  FF^('„,./i43"p- 
^■^  '»"?/<'«.    Prenons  FT  =  FM    Pt 
menons  TM  („■>  ;i4/0    ou    «i  iv   ' 


'*'/.S  .s?/;-  /„ 


4. 


m 
m 

m 


1 


J^  ■■■Vm 
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ÉLIÎMENTS   DE  OIJOMIÎTRIE 

la  dislance  PF  pour  rayon,  d.'crivons  une  circonfi'-renoe  qui  coupo  la 
directrice  en  deux  points  (n"t)46).  La  perpendiculaire  élevée  au  mi- 
lieu de  ni  est  tangente  (n»  oW,  2")  et  passe  au  point  1',  centre  de  l'arc 


Proposition  XXXIII.  —  Problème. 

./oS..^'""'  '"'   '""  ^''''"''"'^'  '"''  '""-'"^'"^  i"'''"^^^^'  '■'  ''"'■  droite 
Du  foyer,  abaissons  une  perpondiculai.e  sur  In  droite  donnée  xy; 


la  porpcndiculairo  élevée  au  milieu  de  FF,  est  tangente  à  h  parabole 
(n»  ../.fi,  2o),  et  de  plus  elle  est  parallèle  à  xy. 

Proposition  XXXIV.  -   Problème. 

AM^..^-       ^?  '"-/t  I  ,   la  droite,  la  directrice  et  le  lover  donni's- 
d.'ler„„„„,„  le  p„,„|  sym,-.,nique  !■',  du  foyer  F  par  rapport  à '^l-a,: 


i 


m 


lE 


confi'renco  qui  coupe  la 

[lieu lai Hî  l'ievéo  au  mi- 

|H)inl  \\  ccnire  de  l'arc 


U-- 


nl.act  M,  ol  il  y  a  une 

lilème. 

arallèle  à  une  droite 

'  In  droite  donnée  xy; 


angonte  à  la  iiarabolc 

ème. 

ne  parabole  dont  on 
ruire  la  courbe. 
el  le  loyer  donnes: 
)ar  rap|)ort  à  x]i.  Par 


L.V«E   v„,.  __   ,,,  ^^ 
les  points  F  el  v     r  •  "'^i-^Lhi,  309 

-ctrice  donnée,  'si  rp^^rr:?  T""'"''^''  '^"^-'->  ''^  ^i- 
e  foyer  et  I.  directrice    i|  v     \         '" '' 
'0"s.  f.es  centres  \[  et  \f'  /  '  ''''"■"  '"'"" 
'a  parabole;  car  AU'In   .■  "i'ff;:''''"''';,"l  '' 

'•^-■«quecepoin    e       r::-'7''''^''''"*^''''''^= 
'•encontre  un'    11    ''  °"  """  droite  donn.^e 


P"po.it.on  XXXV.  -  Théorème. 


,      l"   >_»'ïc!j,  les  dis  ,anres  l'R  of  di- 
••gales;  de  même  PI'— 1  1^    i      ®'  '  ''  ^o"' 

l'es  égales.  ''^  '  "  ^^"^  par- 

^aancchiœ;  car  on  a  ;  iIE=.ij,j    "'       '  '^<-'' P>'ojectwns  rhjales 

Proposition  XXXVl.  —  ThA 
558    Un  ■•neoreme. 

Considérons  l'fH^f.i'?^'''''*""»''^'^-  '"".'?«'^<^s  données  en 

isième  (an- 
rice  les 
ut  prouver 
en 


gente 
(rois 


q'J  on  a , 


l-"ts  de  concours  et  ,4  i^S^lJl^TT,^!  '«  ^--' 


AD 


(;.\ 


A.M      cw    °">  ce  qui  revient 


15  points  (le  contact;  il  fa 


au  même, 


ad 
nm. 


m 
M 

V'  3-1 


.'"  ,<•  f  )i 

■■.  -  V  r 

■•:.  ■(/■J 

m 


_•■! 

.'■>j 

't*' 

T 

•!*• 

.f 

.\)- 

'tr; 

"/ 

■'■'SI 

.ï' 

-à; 

■"'.' 

'"li 

ij*' 

^/. 

;^r 

f/' 

1  ■ 

'«■■  > 

'i'-' 

•è- 

.-î' 

■1 

•f  ■ 

- 

=?; 


:!i 


i 


»!' 


li 
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FÎLÉMENTS   DE   Gl'OMtTKIE 


Nous 


nvons  (■}) 


=  rh  ;  ihl  =d 


m  (noSSCi). 


et    nous    ]inuvons    t'criro    -Im  =  nh  ,     et 
'.iId  =-.  mil  ;  rulranclioub  membre  à  meui- 

nous    Iniuvons 
nin,    ou   moilii'  de 


bre    Ces    deux    éjrdlih 
2rit=mli:   d'où    rtl — 


bm;  et  puisque  iln  —  ilm,    on  a 


aussi 


■  en. 


Ainsi    on  a    la  proiiorlion 


d  ou       r-ir 


An_(;N 
\.\T~r;u 


ni. 

<  m' 


en 
''  rd 


que   mil  =  lui ,  0 
\It       lîC 


et  puisque  hc  =  (tii  el 


n  a  aussi 


am 


ou  .  TT 


A  M  ^n.\ 


Honc 


'iy9.  Scolie.  Ri'cipr.-iqucment,  la  droiu 
liiiiijnili's   fil   scfpnrrtls 


lUi    divisr    ilrii.i 


uivcrsf'mriil  priiiinrtinii iiris  csl  himiciili'  ii  In  inindinl 
En  effet,   la  (iroilo  DNf  ne  pouvant  être  d 


GN 


ivisiie  dans  un  rapport 
donné  ~  qu'en  un  seul  point  A  lorsque  le  plus  grand  se;?ment  doit 
commencer  au  point  D,  il  en  r.'sullo  qu'une  droite  CA  qui  divise  DM 
dans  le   rapport   de  C.\  à  CI»   est   tantrente  à  la  i.arabole:  el   pour 


trouver  le  point  de  contact,  il  faut  diviser  AC.  en  parties  Àl.!  et  iiC 


jiroportionnelles  à  ("D  et  ON 


mi- 


5f)0.  Ln  droite  AC  qui  jnini  le 
lieux  de  deu.r  tangentes  eut  lange, de 

la  courbe,  puisqu'on  a  :    i^—  -^'^  . 
,      ,         „  '  CD-ÂXT' 

de  plus,  elle  est  paralKMe  à  la  corde  des 


contacts,  puisqu'elle  divise  end 


tie 


eux  par- 


s  .■■gales  les  deux   côt(''s  du   IriantrI 


NDM;  elle  divise  au 


ssi  en  deux  partie;' 


es 
noii- 


egales  la  droite  DE  qui  joint  le  point 
de  concours  au  milieu  de  la  corde  d 
contacts,  et  le  miliou  de  DE  est  k 
veau  i)oint  de  contact. 

Proposition  XXXVII.  —  Théorème. 

o61.  L'aire  du  segynent  jiarahniique  limilé  par  la  eourhe  et  par 
une  perpendiculaire  à  l'axe,  est  les  2  ;,  ,/„  reetanf/le  qui  n  pour  di- 
mensions la  corde  et  la  partie  dr  l'axe  amiprise  entre  le  Commet  el  h, 
eorde  considérée. 

Soit  le  segment  MAN.  Aux  points  M,  M',  M",  menons  des  tan- 
gentes; MF  el  M'T'  se  coupent  au  point  ]{;  la  parallèle  à  l'axe  m^née 
par  B  passe  au  milieu  de  la  corde  des  contacts  (n"5o3  ;  par  «uite  la 
perpendiculaire  DE  est  la  demi-somme  des  ordonn.'es  des  joints' M 


'■^'"^    ^">.  -   u.   COHHBKS   VSVEUE. 
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AI  .  :^i  -- AI'  ;  donc  TT  =!'!>' 

yn.rod,,  triangle  .;p,.,ler,fTT'>< 
X  Dh;  et  |iuis((ue  Tl"  -  l'iv    i-  • 

'arc  et   'ordonnée  \II'     .  ^^' 

'>l.\  J    .     (111      PO  •)  ,1        I  -      '"'o 

.♦  ""  "-S-  ;t  de  la  somme  MTP  • 

""pUL  au  precedeiil 


^'u  sefr„,ont  ,Vale  donc  2  .     F\:^Mn  '''"'""'^'oKnmHne  M(:,:;>^ 


2;3iiEXiMO 


MOE  : 
l/aire 


IV.   — 


HÉLICE 


Définitions. 

des'fôtl^s^'Sm  Vjl  ^^^^Z:^T'  '"'  ""  cylindre  droit  l'un 
^  -^PPiiquant  sur  la-^c.rcrf.VerceTla'bie.'  "  "'"''''^^  ''-"-  ^^^ 


I 


M 
tn 

■é 

»;)l"i< 

là 


■r*;^ 
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lÎMÎMRNTS   DE   CI^.OMI'.THIE 


Iv'l*'  '' 


On  nppelle  s/»i»v  la  partie  do  rii.'lico  qui  correspond  à  un  tnur  cnm- 


)l.!t 


Soil  H  le  rnyon  du  cylindre;  i)n'nons  0H  =  l»t"  =2it/'.  Si  l'angle 


nOC  es!  enrouli'  sur  le  cylindre  à  pnriir  du  point  A  et  vers  la  droite 

de  l'observiiteur,  le  point  IV  viendra  en  D,  et  C  en  E.  Nous  avons 

GC'=<"'r.;  donc  l)E  =  DA  ;  cette  distance  est  appeli'o  pas  de  riiélice. 

La  distance  MP  mesurée  sur  la  g.'-nératrice  est  Vonlnniu-c  du  |i(iint 

M  do  l'hélice. 

On  nomme  iiriijrclidii  de  l'arc  AM  ou  abscisse  rnroilKiur  du  point  M 
l'arc  AP  qui  correspond  à  la  partie  d»;  l'Iiéliceque  l'on  considèn.-. 

."iO'i.  L'unlonnri-  rt  l'uliscissi'  riivvili<inc  d'un  jioinl  (ludcmuiur  de 
l'hiH'w  sont  rnhr  elles  <la)is  un  vdiifiort  eaiislunl.  Car  (11g.  suiv.) 

_Mr_  — 1^'  =  --= -— Y^=  7'a(H/c*i/('  trigononiétriquo  de  l'angle 
arc  Al'      iiji      no      arc  Av 

enrouh'  (n"  21(1). 

Proposition  XXXVIII.  —  Théorème. 

56i).  Fm  sniis-tanaenle  égale  l'absrisse  eurviliiin--  du  point  considéré. 

La  siaiti-lanijenle  est  la  pro- 
jection sur  le  plan  de  la  busi' 
(lu  cylindre,  de  la  partie  de 
la  tangente  comprise  rulre  le 
point  de  contact  et  celui  où  elle 
_^_^__^  rencontre  le  plan  de  la  base. 
,^       «,  p   fi  Prenons  deu.x  points  M  et  N 

(TmoeîaucrayonlesdroitcBNMOet  VP0.1  j)eu    éloignés    l'iin    de    l'autro: 

faisons  passer  un  plan  par  les  génératrices  corresiiondanles. 

La  sécante  NMO  a  pour  projection  VPO,  trace  du  plan  des  géné- 
ratrices sur  celui  de  la  base,  et  nous  avons  : 

OV_VN         ^.       VN  _  en  _  a\) 
UP  -  V^\  '  ^^     P  Al  ~  pm  ~  ap 

OV  — OP      OP 

_  — •       ou 
ne  —  ((/;         ap 

PV 
mais    ;)M  =  rarc  l'V,   <//)  =  l'arc  AT':   donc    ^(.py 


OV      av 


d'o 


PV 


.OP 
'  ap 
OP 


:l'arclV,   .//.==rarcAP:   donc    ifcPV  =  5F^ÂP 


espond  à  un  tour  com- 

=  IU'.  — '2nc.  rii  l'anglu 


DÏnt  A  et  vers  la  droite 
;  C  eu  E.  Nous  avons 
îppeh'e  pus  dtj  l'IitHici,'. 
j.;l  Vondinni'-i'  du  puinl 

;  rnrcitiiinc  ilu  [loiiil  M 
que  l'on  considcn.'. 

Il  jioinl  (lurlraïKiui'  <li' 
iHl.  (".ar  (lii,'.  suiv.) 

)nomotrique  de  l'anglo 


éorème. 

f/M  (lu  point  cnnsidcrr. 
'lua-l'iiifii'nlc  e>^i  la  pr<>- 
sur  \o  plan  de  la  basi' 
indre,  de  la  parlic  de 
renie  comprise  tnlre  h' 
e  conlacl  et  celui  où  elle 
tre  le  plan  de  la  base, 
ions  deux  points  M  et  \ 
oignes  l'un  de  l'autre: 
rrespondontes. 
r.Hce  du  jilan  des  gêné- 


H        a» 

m      iip 

PV 

OP 

ou     — 

pv 

ap 

l'V 

OP 

arc  l'V 

arc  AH 
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Or  quand  M  et  N  se  rapprorhent  indéOnimenl,  la  cor,!,,  PV  (,.,,,1  ,•> 

''"^ '■•  ^^^'"  ^  '■"'-'=  ''^' '  '"  "'"il"  '•'-  rapport  ^  .,st  donc  l'unité  : 

"t  il  eu  es!   de  m.^me  ,ln  rapport  ^^^^^   ,/,,,,  ,„,,,^„.  ,,,  ^/,.^,.,. 

NMO  rsl  lun;inUr  ,nc  puinl  M,  /.,  sons-tangrul,-  i\V  r,,nlr  f^rr  AP. 

Propoiition  XXXIX.  _  Problème. 

So.t  M  le  point  donne,  e|,  p  ,«  |wojeclion  ;  sur  la  lan.r,.nle  à  la  cir- 


ZueoM  i.^;';;;';:;;^::;,:"^^  ^''  -^'^'^'^^-'^"^  ^'  -  p-'^  •>•  ^'•'" 


Proposition  XL.  —  Théorème. 


"^Cû.  Lr^  t>n,,i,'„lr.i  à  rhrilrr  rnimnlrml  Ir  ni,,,! 
'iiiijli'  riDtsImil  (lig.  ei-i!ossns). 

On  a  touiours  :  Tminmi,.  a.,  i'„.,~i.,  .-»      MP 


N  a  toujours  :  Taïujrnlcdti  l'angle  0=^=_1'[1_; 
port  est  constant  (ir.'lfl'i).  Donc...  *"'      ^""^  '^'" 

Scolie.  Les  tangentes  rencontrent  les 
génératrices  sous  un  angle  constant,  et 
cet  angle  est  h'  complément  ,|,.  celui  que 
l'orme  une  tangente  (luelcoïKju.'  avec  le 
plan  de  la  base. 

Proposition  XLI.  —  Problème. 

riG8.  Tracer  la  pmjeclion  iCuno  hrlirr 
sur  Un  ,,hm  paratlNr  à  l'axi-  du  r>ili,i. 
<lri',el  mener  la  pmjeelion  de  (a  t<in'i,enlr 
en  un  point  donné  de  celte  eourbe. 

1"  Divisons  la  circonférence  de  base 
''I  b'  pas  de  rbélice  en  un  certain  nom- 
bre de  parties  égales:  par  les  points  de 
division  pris  sur  la  gé'nératrice,  menons 
des  i).'rpendiculaires  à  l'a.xe,  et  par  les 
points  de  la  circonféTence,  des  parai- 
l''les  ;i  ce  même  axe;  les  intersections 
'i'»  lignes  de  même  cote  donnent  les 
points  de  l'hélice,  il  suffit  do  les  joindre 
par  un  trait  continu. 


:/'■  /'(  luise  sniis  n)i 
MP 


or  ee  rap- 


J^^i 


m 
m 

m 
f'..iiffl 


^  .. 


iMj 


fm 


il  ,■." 


M 

..;! ..  tapi 

m 
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ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 

2»  Soit  M'  le  point  donné:  menons  la  Innu-cnlr  nii  point  M  de  la  pro- 
joction  hoiizontalii;  prenons  M()  =  arc  i\l,\;  le  p„in|,  (i  ainsi  déter- 
miné est  la  Iracc  horizniiltilr  ,h)  la  tangente  à  riiiilicc.  c'est-à-diro  le 
point  où  cette  tangente  re'ncontre  le  pion  de  lu  liane.  Cr  point  0  se 
projello  donc  verticale'ment  en  (T  sur  A'H';  la  droite  ipii  \n\ul  0'  à  M' 
est  la  projection  verticale  de  la  taiiKent,.'  à  l'Iiélice,  et  ,.||,:  rnl  lanKcnle 
i.\  la  projection  verticale  de  celle  liéliee. 


EXERCICES  SUR   LE   LIVRE   VUl 

Sur  l'ellipse. 

1.  Trouver  l'aire  de  relllpse  en  la  considérant  cemnie  lu  projeetlon   d'nn 
cercle  snr  un  idan. 


2.  Les  diumèti-cs*  de  l'ellipse  sont  des  drolten  qnl  piiHHcnt  an  centre. 

3.  Deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  ont  pour  proJertIenN  deux  dia- 
mètres cnn]uc:nès  de  l'ellliise. 

4.  Les  parallèles  menées  h  nn  diamètre  par  les  exirèndtén  de  ix.n  ronjusné 
sont  tangentes  A  l'ellipse;  et  rèclpro(iuement ,  la  eonlo  des  eoutacis  de  deux 
tangentes  parallèles  à  un  diamètre  donné  est  le  ednJiiKné  d(!  ce  diamètre. 

5.  Los  parallélogrammes  circonscrits  à  l'ellipse,  et  dont  les  cAlés  sont  "paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués,  sont  éipUvalents  un  re(!tanKle  construit  sur 
les  axes. 

*  On  appelle  iliamHre  une  droite  (pd  divise  eu  •_>  parlles  éKalen.nne  série  de 
cordes  parallèles.  Deux  diamètres  sont  dits  riinjnuiiéH  lorscpie  chacun  d'eux  di- 
vise en  2  parties  égales  les  cordes  iiarallèles  lï  l'antri'. 


LIVRE   III.  —  LKS   COURBES  USUELLES 


I  point  M  de  la  pro- 
'inl,  0  oiiisi  th'U'r- 
licc.  c'i'ël-f'i-diri'  II' 
ic'lHn,  Cl)  point  0  se 
''  '|iii  joint  0'  à  J\r 
l't  l'Ili'  l'sl  lanfïuiilc 


Vin 


lu  iiroJcTtlmi   (l'un 
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Il  mi  cciitro. 
l'ciJrdtliiiiN  deux  (lla- 

lt(^H  (le  «on  conJURiié 
l'H   coiitiiclM   (le  lieux 
('  <'(i  iIldiiiiMn!. 
li'M  cAd'.M  ,mmt  panil- 
liiiiKlo  coiiHtrult  sur 


('•KiiU'H.  une  si'rie  de 
ne  clmeiiil  d'eux  dl- 


».'-.,;».c:z  s*Tctr  cr™?'  ""-^'"■*-  -1™»;-=  «..• .» 

OP  '  -I-  OP'  =  =r  ce ,  et  P)i  =  -t-  pW  '  =  jp 
Jrilj::Z::':'^:::^îl^:,^  •^'-^^'-  con,„g„.5.  é.a,o  ,a  somn,odos 

cou"n,Sis?M;::.V:nSr"  "  ''  '  '^'  ''^""■"^•^■''  ^-""'--^  "--•  «^'--nres 

carré  d„  demi-grand  aTe       '  "'  *''*"^'-'"*'  '^"P'-'  "=  «'■'■^"'^  »^'      ff'-"e  lo 

point  do  contact.  (ierai-diametre  conjugué  au  diamètre  du 

coSgur  OM  tfoÏTle^r  ZL  MOX  îf^t  ^'^""'^'^^^'^"^  ''^"^  ^oml-dlamétres 
u.>  tticui  angle  MO^,llfaut  mener  par  M  une  parallèle  à  NO, 


f,r™  srt™r\r  ;;,;;^nr  iT' ''■■' °''^»"'''"« 

^■onj;;irir  ::,sr  "■'"  '■""'^"  ■""•  '"""^^  ""■^""•""  ---^^  "-^  <"-"«- 

Haut.  ■  t.mgel.te  qucloniiUe  est  eon- 

ÎO. ^Construire  une  ellipse  avec  les  données  suivantes  • 
le  centre,  la  longueur  du  grand  axe  et  de 


1»  T 


Le  grand  axe  (position  et  longueur)  et 


ux  tangentes; 
une  tangente; 


1:' 
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30  Un  des  foyers ,  une  tangente ,  la  direction  du  grand  axe  et  la  longueur  2«  ,• 

4»  Les  deux  foytjrs  et  le  rapport  des  axes   -  ; 

a 

B°  Un  foyer,  une  tangente,  le  point  de  contact,  et  la  longueur  2a  ou  la  lon- 
gueur 2c  ; 

6»  Un  foyer  et  trois  tangentes  ; 

7"  Un  foyer,  deux  tangentes,  et  l'un  des  points  de  contact  : 

8"  Deux  tangentes,  les  points  do  contact,  et  la  droite  sur  laquelle  doit  ,«c 
trouver  le  grand  axe. 

Sur  l'hyperbole. 

21.  Deux  hyperboles  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles  ont  les  mômes  asym- 
ptotes et  les  mêmes  axes  ;  mais  l'aare  travsvcrse  de  l'une  d'elles  est  l'axe  non  trans- 
verse de  l'autre ,  et  réciproquement. 

22.  Dans  l'hyperbole  équllatère,  tous  les  diamètres  conjugués  sont  égaux  ;  U^ 
parallélogrammes  construits  sur  deux  diamètres  conjugués  ont  leurs  sommets  sur 
les  asymptotes. 

2a.  Le  produit  des  distances  des  foyers  à  une  tangente  quelconque  est  constant. 

24.  Construire  une  hyi)erbole  avec  les  données  des  sept  premiers  cas  de  l'exer- 
cice 20  sur  l'elHpse. 

Sur  la  parabole. 

25.  Les  tangentes  menées  k  la  parabole  par  un  point  extérieur  font  (le< 
angles  égaux  avec  la  ligne  qui  joint  ce  point  au  foyer,  et  avec  la  parallèle  à 
l'axe  menée  par  ce  même  point  extérieur;  et  la  droite  qui  joint  ce  point  au 
foyer  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  des  points  de  contact. 

2C.  Les  tangentes  menées  d'un  môme  point  de  la  directrice  sont  perpendicii- 
laires  l'une  à  l'autre,  la  corde  des  contacts  passe  au  foyer,  et  la  droite  qui  Joint 
le  foyer  au  point  de  concours  des  tangentes  est  perpendiculaire  à  la  corde  des 
contacts. 

27.  Pour  tracer  le  balancier  des  machines  ù  vapeur,  connaissant  la  demi- 
longueur  AP  et  la  doml-iargcur  PM  =  PN ,  on  divise  MP  et  AP  en  un  méiin' 
nombre  do  i)artlcs  égales;  on  joint  N  à  chaque  point  de  division.  Prouver  (lu'ini 
obtient  un  arc  de  parabole. 


r     t. 


On  emploie  aussi  le  tracé  suivant  :  le  sommet  A  est  joint  aux  jiolnts  l',  2',  etc., 
les  points  où  ces  lignes  cr)upent  les  parallèles  de  môme  cote  ai)partk'nnent  il  inii' 
parabole  (n»  550). 

28.  Construire  une  parabole  avec  les  données  suivantes  : 

l'i  Le  foyer  et  doux  tangentes; 

2»  Le  foyer,  la  direction  de  l'axe  et  une  tangente  ; 

'A'>  La  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact; 

4»  La  directrice  et  deux  tangentes,  ou  la  tangento  au  sommet  et  deux  autn" 
tangentes  ; 

6°  Le  foyer  ou  la  directrice ,  et  deux  points  ; 


lil*î.  -h 


1  axe  et  la  longueur  2a  ; 


longueur  Sa  ou  la  Ion- 
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•i"  La  direction  do  l'axe ,  une  tangente  et  lo  iwlnt  do  contact: 
7"  Deux  iiolnts  ,  et  la  direction  de  l'axe  ; 
8"  Deux  tangentes  et  les  jjolnts  do  contact. 

Lieux  géométriques. 

29    Do  tous  les  points  d'une  circonférence  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 

ixju  d^r^ScS^s';-"^  '-  ''-'  ""  --'-  -'  - '«^  "-  -  '-- 

,.,  iL/^'r'/"  ''T?  '"■'  ■""*"'■'  ^""«ontes  à  deux  droites  en  des  points  donnés 
F'  ".    '"■  ""•''''  "'"^''"*^"'  ^  '^^"-^  '''•°''^^'  ''  ''«"t  •'"»'••''  f'-ye; 

con^L^ncTef  d'^nfcn-Sf  """*  "'^'""'■^  "'^  """  circonférences .  ou  d'une  clr- 
«2.  Lieu  du  centre  des  cercles  <,ul  liassent  par  un  point  fixe,  et  (,ul  sont  tan- 
gonts  a  une  droite  donnée  ou  à  une  circonférence  donnée 
A  m!;  n!!."  '''l''""'''  ""  ""<>  t"ng"'te  niobile  coupe  deux  droites  fixes,  tangentes 

Jn^r  '  "",'"™'  '""'  '^"'■""^'^•^  •■^"^  t""^«"''-^«  «^««:  «luel  t'^t  le  lieu  lu 

point  de  concours  de  ces  iiarallèles. 

..n^lin!*"!  ''"f"^"''  '^'''  ''•■"•■'"'"■'•"^  ""'  ""t  "ne  <?/w(r;cc  donnée,  et  passent  par 
:".un?,ViZe.;.""  ""*  '"'^'^'^'*'^  '  "•"=  ^'•""'^  ''"""^'^'  "«"  «»-  -»>n-ts  del 

unfdroltè'eri  nn"'',"^",''  "''^""'  '"   ^""""  '  ^"«^'•''»^«  "«^^  d'^tancos  a 

une  uioltc  et  a  un  point  donnes  est  constan 

Sur  l'hélio... 

ri/ont.,'?e  et",',ri.J"  '°r"""'  '^'""  "'■"  '^"'^'"'"'^  '  '''  f""^'"""  "^'  «'  l'n'Jectiou  ho- 
.uonta  e  et  1<.  lune  des  .,nnntités  suivantes  :  la  différence  des  ordonnées  de  ses 

îi^SS-iÏèr"     '  ''"^""'  '■"'"^'^  '■"""'""'  """  ^"'•■"-*  '-  tangente^  a;^: 

37.  Calculer  l'aire  de  la  surface  cyllndri.|ue  comprise  :  1»  ,ntre  un  are  d'hé- 

KO,  les  ordonnées  ..xtrenies  et  la   projection  Iiorizontale  de  l'hélice;  2"  entre 

.eux  arcs  d'he  lee  de  nu-.n,e  pas  et  les  génératrices  „„1  ,in,ite„t  ces  arcs  ;  l  e"    e 


fi-.. 

>.'■'■■ 


A.-: 


i  -il 


m 


CM 
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.sommet  et  doux  autiv- 
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SECTIONS   CONIQUES,    MÉTHODES    DIVERSES 

l'OUH   ÉVALUER    LES   SURFACES   ET    LES   VOLUiMES 

APPLICATIONS 


§  I.  —  SECTIONS  CONIQUES 

CORPS   UE   HÉVOLUTION   QU'ELLES  rORMENT 

Définitiona. 

569.  La  surface  conique  de  révolution  est  ia  surface  engendrée  ivir  la  rofi 
tlon  coiui.lète  cPaue  droite  Illimitée  autour  d'un  axe  qu'elle  rencontre  en  un 
IJOlnt  fixe  et  sous  un  auplo  constant. 

La  sphère  dont  le  centre  est  sur  Taxe,  et  qui  est  tangente  à  une  génératrice 
est  tiingente  au  cône  suivant  une  circonférence  dont  le  plan  est  nen.endicn' 
lalre  a  1  axe.  Les  parties  de  génératrices  comprises  entre  deux  sphères  tangente- 
sou  t  égales. 


Proposition  I.   —  Théorème. 

570.  La  ,w/.o«  (Vun  cûnc  par  un  plan  qui  ren- 
contre toi. •-..<■  es  yénénariccs  dune  même  nappe  est 
uu.e  cllijm;. 

Considérons  deux  si)hères  laiigci.tcs  au  cône  et  .-iii 
plan  sécant  qiron  peut  toujours  j)rcudre  pcrpeudini- 
laire  au  mcridlcn  principal;  soient  AA'  rintersectidii 
du  niendien  considéré  et  du  plan  sécant,  AMA'  la 
demi  -  section,  DCG  et  D'cg'  les  demi  -  clrcouférencc- 
de  contact. 

Joignons  un  point  quelconque  M  de  ia  courbe  iui.v 
points  de  contact  F  et  V',  et  menons  la  u'énératrice 
dn  point  M.  Les  d.'oitcs  MC  cl.  MF  sont  égales  comiue 
tangentes  menées  d'un  même  point  ■'i  ia  même  sphère- 
de  même  MF  =  MC'  ;  donc  MF  -+-  MF'  =  CC'  —  1)1) . 
quantité  constante.  Doue  la  xcction  est  une  cllipi.r. 


Proposition  II.  —  Théorème. 


571.  La  section  il'nn  cône  <tc  révoluiit 


trier  est  une  parabole 
Soit  AP  la  tiaci!  oi 
rallèle  i\  la  £éneratrlce  SC'. 


par  nu  plan  pai-allète  à  taie  i/énéri 


^t  ::^lVi'..";"":.!:"/^''*^""''^  '"'  ""''''''"'  P'-Ih^Ù'hI  avec  le  plan  sécant  i-a- 


■  Théorème. 
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d;t  pohu  F  «i- 


Proposition  WI.  _  Théorème. 


PiiZ  T"  ''■'  ''''"■'■  '"'^'^^■^'  «•^■'«"«  'mole 

ont  s^:~S"ëo^'f;of  rr^^ ''"! 

Dc»..«.e^..;i^-^^;i;,,;;--té  constante. 
Pllque^à  ton.  les  cas  où  le  plan  rencontre  les  de 'v 
eafr~fÏÏ— ;:-«-e..ans. 

/.o ,. .    ,'       ,  ^^*        ''"~"''  li»  periicndlctilaiiv 

Proposition  IV.  —  Théorème. 

C7.J.  L'hyiierbole  a  pour  tViuation 


iinsle.s 


l'U'Jli.s    !<■    i.lrtii    -,-sx 


JiJir  Mil  point  .\r  <|iici 


IMralIèlu  an   i.l, 


l>wi>endicnlaircuicju  ii  1 
vaut  un  cercle  IIMII'. 


|iicic(in(|uc  de  la  courijc. 


m   sécant; 


>xe,  le  plan  HMH', 


menons 


m 

m 


m 


■i'  iil 


,(.'J(I 


t<'-it 


m 

.'MU 


M'ii  coiiin'  k'  cônu  de  itivolutiuu  sul- 


^1 


mo 


ÉLÉMIiMS    DE   GKOMtTHlK 


On  a  VN  — VM  =  vn,  etc.;  PM  est  rordonnéc ,  et  PO  l'abscisse  du  ixilut  M- 
et  la  distance  PV  =  0.S  =  6  (n"673). 

nans  le  cercle,  MP  on  y  et  NV  sont  perpendiculaires  au  dianiètro  ;  et  !.• 
triangle  MPV,  rectiinglo  eaj>,  donne  la  relation 

MP  ^  =  M V  '  -  PV  '    ou  ij'  =  H V  '  —  h' 
I-es  triangles  semblables  HSV^et  ASO  donnent  les  rapports  égaux 
HV      ^SV"  ou  -H'  _         ^       ,,.^. 


donc 


h-.r' 
y  =  — b^     on    a-y- 


■  b'x' 


-  —  a'b-. 


ICn  divisant  tous  les  termes  i)ar  -~uH)',  on  écrit  aussi  :     —  —  ^-:=i 

a'       b' 

575.   h'hypcrhole  équilatère  vi^mw  wiivAtion     -^  — ^'=i     ou  m' —  ij'-—a\ 

Vhupcrbolc  équllaUre  est  aux  h>/perboles  qui  ont  même  axe  trausversc    ce 
que  le  cercle  principal  est  aux  ellipses  qui  ont  le  diamètre  pour  grand  axe. 

Définitions. 

C7C.  On  appelle  ellipsoïde  le  volume  engendré  par  la  révolution  comi.lèto  d'uiiu 
denil-elllpse  autour  do  Taxe  (lul  la  Ilniltc. 

Une  ellipse  donnw  peut  engendrer  deux  corps  différents  :  Vellipsoule  allonné 
et  1  cUipsoiiie  aplati. 


.j^t 


Ha 


h'cUipsoïde  allowjé  est  formé  par  la  rotation  d'une  demi- ellipse  autour  ,lii 
grand  axe. 

V-'Mpsoide  aplati  est  formé  par  la  rotation  d'une  denil-ellip,se  autour  du  petit 

A7  7.  On  appelle  hypn-boloïde  le  corps  engendré  par  la  révolution  complète 
d  une  denii-liyperlmlo  autour  de  l'un  de  ses  axes. 

h'hjipcrbvloïde  à  une  nappe  est  formé  jiar  la  rot.'.tion  d'une  Ijranche  MA\I 
autour  de  l'axe  non  transverse. 

yin/perboloïdc  à  deux  imppes  est  engendré  par  la  rotation  des  demi-liraiiclio,- 
AM  et  A  M   autour  do  l'axe  transverse;  il  est  composé  de  deux  parties  séparée^ 

l.e  cune  u.'^ymptote  est  le  solide  formé  par  la  révolution  complète  d'une  asym- 
ptote autour  de  l'axe  de  riiyperlxdoïde. 

VhypcrboUnde  à  inir  nappe  envelojipc  son  cône  asymptote ,  tandis  que  le  coue 
cnvclnpiie  Miyperhulvïdv  à  deux  nappes. 

.')78.  I,e  paraboloïde  (U  révolution  est  le  corps  engendré  par  la  révolution 
complète  d'une  demi-parabole  autour  de  l'axe  de  la  courbe. 


AI'l'ENDJCE 


L>te ,  tandis  qiK!  lo  cûi.o 


U's  hypoi-hoh.Wos  ut  lo  pamboloï,!,.  .s'<.t,,ulont   In.l,'. 
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fliiiincut  dans  lo  wdh  do 
tonuluôs  par  des  plans  pcr- 

§■  II.  -  MKTHODES  DIVERSES 

l'OL'U    KVALUCU   LES   SCI.KACES   ET  LES   VOLUMES 
Proposition  V.  _  Théorème. 

c'o»,s<r«,<s  s«,-  ?es  diverses  ,ectioHs.  <^UhvdreB  droit,  à  buse  u>ielcomjne 

Soit  un  corps  (lucleonimo  ABC,  dlvK--.  .v„.   , 
«s  'ios  prisnios  ou    cyll„„re»   ayant'"  '       "  '"""  '^'i»'J'«t"nts;  fonstrnl- 


sons 

pour  6((ses  inférieures  les  dl'ver3(.s''sèc' 
tlonsA,  D,E,F.LevoU.n,ototaldt.s 
cylindres  est  plus  grand  que  celui  du 
corps  CAU.  -  Construisons  des  cylindres 
Hyant  pour  bases  supérieures  les  di- 
verses  sections.  La  somme  des  cylindres 
Interienrs  est  moindre  .me  le  "volume 
cherché. 

Mais  le  cylindre  <iui  a  pour  hauteur 
AD  égale  le  cylindre  DK;  cylindre 
ui-,  —  KF,  et  cylindre  K'p';=fg.  et 
la  différence  des  doux  sonnnes  égale  le 


la  surface  piano  AMP 
•N    .M 


la  .smmne  des  rectangles  e^érienrs  tels  0^180 

vv\  '  '^^"t'  ''"ï^''-e''ce  des  deux  sonnues  égalJ 
VNMP,  «luantlto  .,ul  tond  vers  zéro  .juand  ou  divï  ■ 
AP^„,  un  non.bre  Indéhniment  croissant  do  pL.tlt 

I.ors„„c  la  surface  AFMP  tourne  autour  do  l'a.e 

tanglo,  ABCD  par  exemple,  cna-endre  un  cvii,,,!,.. 
ayant  AD  pour  hauteur  et  1b  pou,.,'     ,  /  " 

^o..nne  des  cylindres  .^=  ^  t  SaS^  ^iiS::;::'  ^^  -"  "^  - 

..•is:iv:;;^f^St'"!;;;,!rSïpTr^^^^^^^^  -^''-  '■^-'--  --^- 

Quand  >i  croît  Indéfiniment,  ' 

1 --^.=^.-^  •'»■■.  ^ -(«'-_!_)  4-»  p„ 

îi--  "        ""      -;     a  pour  limite  I/o, 

+^(  n  —  1  ) 

-      •      a  aussi  poui-  limite  l/a- 

7* 


la  fracUou 


et 


'.';J- 


i':'5:'; 

v'i'r 


■■•y 


Ili 


il 


m 
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et 
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■J...-i-(n~iy'- 

n'  ''"'  


-  n'-' 


— -    a  pour  llmltu  '  ';| 


}-+-  4  ■+-  n...  -f-  (  H  —  1  )■■' 
n' 


a  aussi  |ioui-  limite  l/'3. 


S„  ont  la  somme  des  n  i.mniers  nombres  consécutifs,  et  S„^  la  somme  des  carréH 
des  n  premiers  nombres.  Ainsi,  u  somme  des  carrés  des  (ni)  pn^mlor- 
uond)reH,  étant  divisée  ],ar  n\  a  mCine  limite,  1/;,,  ,iuo  la  somme  des  carrés  des 
n  premiers  nombres ,  divisée  par  u  '. 

Généralement,  la  considération  des  cylindres  ou  des  rectangles  Intérieurs 
(n"-  57D  Pt  Ô80)  donne  un  terme  de  moins  à  la  sommation  que  la  sonmie  des 
cylindres  ou  des  reL'tangies  extérieurs;  mais  la  limite  no  change  point. 

Voici  des  exemples  de  la  niéUiodc  de  sommation  appii(iuée  à  des  surfaces  ou 
a  des  coii)s  connus. 


682.  Aii-c  du  triangle  ACD. 

Divisons  la  hauteur  eu  ii   juirtles  égales;  par  les 
A  iioints  de  division,  menons  des  parallèles  à  la  base, 

et  formons  lea  rectangles  extérieurs. 


J 


Chacun  d'eux  a  pour  hauteur    -  ;  le  l"  a  pour  base 


ÈF;  or 


KF      __AE  ,         IJ       AI 

7^ T  —  ~:'r,t    "e  nieme     --=  — .   Mais 

CD  ou  b       AC  6       AC 


\Jjj       AK  est  la  «'""><!  partie  do  h ,  AI  égale  2  fols  la  n''"» 


partie  de  h,  etc.;  ainsi    - 


EF       1      „  ,  h 

"^  —  - ,  d  ou  EP  =  -  ;  de  même 


AE 
h 


base  MN  de  rang  (  »i  —  1  )  égale 
Le  1"  rectangle 
Le  2" 


IJ 
b 
(n  —  \)b 


1      AI       2 

-  -^  '    -,-  =  - 1  etc.  Donc 
n      h       n 

2  '2b 

-,    d'où  IJ  =  -  ;  et  généralement ,   la 


nb 


—  ;  enfin  CD  peut  s'écrire 
n  11 


EF  X  AE  =  -  ■  ''■  =  bh  .  - 
n  n  n" 


L'avant-dcrnler 
Kt  le  dernier 


=  IJ  X  El  =  -  •  ~  —  bh.-  ,  etc. 

H      It  11' 

Il  II  n 


1 


=  CD  X  CM 


■bh 


11 


nb    h 

Il    11  11-' 

La  somme  de  ces  rectangles  égale,  en  mettant  bh  ci  facteur  connnun  : 
l-H  2 -l-...-+-(w  — !)-!-«       ,,     1  bh 


Ih. 


1 


583.   Volume  ilii  cône. 

Divisons  /(  eu  v,  parties  égales,  et  cherchons  la  limita 
de  la  somme  des  cylindres  formés  sur  les  diverses  sec- 
tions. Le  l'T  rayon   AU  ==  ?,  le  2"  CD=  — ,  et  ainsi  de 

Il  11 

suite. 

Le  1"  cylindre  a  pour  volume    TîAB"  X  !SÀ 
n'    Il  ?j,^ 


T*->- 


i  pour  limite  ' ';| 

la  soninio  dos  carrés 
s  (»  1  )  premiers 
omme  des  carrés  des 

eetariKlcs  intérieurs 
i  que  la  scimiie  des 
laiige  iiolnt. 
ic  lï  des  surfaces  (xi 


(les  égales;  par  les 
arallèles  ù  la  base , 
rs. 

^  ;  le  l»'  a  pour  base 

IJ       AI 

>c     -^=~.   Mais 

'gale   2    fol»    lu  îjlriiie 

AI       2      ,     ^ 
~  =  - ,  etc.  Donc 
/t       n 

t  généralement,  la 


APPENDICE 


ir  commun 
;n"58I  ) 


lieivUuns  la  lliniti 
les  diverses  sec- 

2R 

=  —  ,  et  ainsi  de 
n 


XSA 


Lo  2e  a  po„r  volnme  nCD'  X  Xà    on  z*^    "  _  „„„      4 

"      "■  11' 
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l'O  3»  a  pour  volume 


..0  .,.,.„„  ,o.,„  0.,.,.  „  , ,    ,,,  „,  ,„,„;;,;«,;„  ^  -- 

584.  Rcmaïuine.  Il  «iimt  ,^.^   n    .  3  8 

585.  Ain  parahuUqne  AMP 

et  rlp'\.r""''  "^  '*  *^  "'^"""-^  "«  l-arallèles  à  MP 
io^fAB    n'7rtreV'é;'V''^-"'""-  '•"""^'^^'-  ^'       n 

-■niculons  EF,  abeisse  de  rang  (  Z-.  n"'   ^^ '  ^^^'  «*     ^ 
La  ligue  AE  éanlR   <-«      iO  i 

cgnle_(n-i)  des  n  divisions  égales 

<le  AB.  On  a  donc     ^— (»-l)^  C 

AB'  n^       ;  mais  les  droites     A 


qne  AE  =  et  AB '^  (  n-  6,,i  )  ■  donc  '""^°'''        *^ 

^=     ^.-;   ci-où  EF  =  ^^'ir-Ji!  ir^ 

Le  rectangle  construit  sur  la  base  EP 1  pour  hauteur    ?' 
donc      -(«-1)=?/^      U-l)^  '>'''"'<^"'-   ,^;«„«„rf„ce  égaie 

n»        •  „      -V      ,^,    - .  La  somme  des  rectangles  égale  ^  multl- 
l"'é  par  une  somme  de  termes  analogues  ,v     ^"-^J:      , 
taie-^„Sn=         ,,  n^       !   «'«si  la  surface  to- 

laie  -  XV .  ~  ar^/ .  Va  ( no  581  ).  La  surface  AMR  o.,  ,        , 
ABMP;  donc  ,a  surface  AMP  égale  les  ->,!  "'"  '"  ''"""''"' 

En  considérant  les  reetangiest mé    da'n  Vbv''  ""  '''  ''    ^^  ''«'>• 
taf  car     '  "^  *  +  9-  (»^- 1  )=  AB  M  ,  on  arrive  au  même  résul- 

„3         -        a  aussi  pour  limite  1/3     {n"  rm). 

Proposition  Vl    Tki_   ' 

ssfi    r.  ,.  7  'neoreme. 

■fe  mine  im  a  „,,  „/„„  ,,„,„„™""  '''  '«>""'" 
AB^-^,    AD  =  '--',   etc.    CB  est   le  rayon 


I'"-  cylindre.  Or  (n»  551  )     ^~  =  AB  _  i 


AP 


puisque 


M 


'''■il 


.i'if* 


m 

m 

■m 

m 


;i''M,-| 

4 

m 

m 

'■■'■  u-r 
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1 


AB  est  Itt  ?ii'""  partie  de  AP  ;  donc  CU'  =  R» .  i  ;  do  mémo     ^"  =  -  ;  et  nnls. 
_  n  AP      n 

n'  W        AV      n' 


R' 


AP       n' 


FQ'  =  R».    ,  Ole;  enfin  R»  =  R^" 


n 


n 


r,(' 1"' cylindre  a  ])oiir  volinne  n.Cli' X  ATi  =  'Kn\- ,- =  nVi'h   — 

n   n  '  n' 

2 


Ijo  2"  a  pour  volume 
Kt  nlnsl  des  antres. 
Kt  le  dernier 


7t  I)Ê'  X  BD  =  Il  R\  -  .  '*  =  n-R'h  . 

n    II  II- 


lïR^  X  VP  =  TtR» .  -  .  -  =1T  R'fe  . - 
n   n  n' 


La  somme  des  cylindres  égale  iï  VL'h.  V"tl''L'+"  ^--t-  "  .  j^^^,^    ^  =  -  (n»  681  ) 

n"  '        '    71"      i 

donc  le  volume  dn  pnraboloïde  engendré  par  AMP  =  —  ^- 

2 


Propo.ition  VII.  —  Théorème. 

687.  Le  segment  parciholiqite  à  deux  bases  est  éqnivaJent  an  cullndre  qui  a 
mhtie  hauteur,  et  dont  la  hase  ist  lu  moyenne  arithmétique  des  hases  du  tronr 
parabolique. 

Le  volume  total  tormù  par  la  révolution  com- 
plète de   AMXC  =  -^-"^^^;    10  volume  formé 


par  AMB  = 


"  r"  X  AB 


Le  volume  formé  par  la  rotation  de  BMNC 

=  ^{R^  AC  —  >■= .  AB)  ;  mais  (n"  5r,l  )    -'=  ^^ 
'  r-       AB 

donc  ^  =  ^^^^n^  :=  I  .  et  Ac;  =  -?^. 
H'  AU  AC  R"  — ;- 


De  môme 


AB: 


hr" 


K-  —  r' 


Dans  l'expression  du  volume,  remplaçons  AB  et  AC  par  les  valeurs  trouvées  • 
Volume  =  ^  r  ^i--^  _  "-'^riL  "1  ==  ^]'  (Ks::r  \ 

2  L  R^  —  r=       R^  —  r'  J         2  \  K'  ~  r'  / 
Mais  R«_r'  =  (R=-f-)>=)(R=-_,.î) 

Donc       \=~[ ^^^:—y, J      ou     v  =  y(n=-+-r^) 


Proposition  VIII.  —  Théorème. 


flSS.  Lorsque  deux  corps  sont  tels  que  Ips  sertimis  correspondantes  sont  dam' 
tin  rapport  constant,  les  volumes  sont  dans  le  même  rapport. 

,        Soient   deux  corps   quelcorques  M  et  N.   SI  l'on  a     -  =  ^  =  ! -"     rapport 

B      B        n' 


AT)       2      ,       , 

AF       8        ,,   , 


AI'PliNDICE 
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=  irRVt. 


n' 


=  'CRVt.— 


nls 


n' 


(n»B81) 


t  an  ciiUnilre,  qui  ii 
!  lies  hnscK  <Ih  tfovr 

•  la  révolution  coni- 
';   lo  volume  formé 


)tatlon  de  BMNC 

s(n"5r)i)    — = 

r-      AB 

''      »...         ''H^ 
VC'^^^^'  =  R^^^ 


hr' 


es  valeurs  troiiv<^es  ; 


R"  ■+■  r-"  ) 


A'      w" 


.U^c.H..H  He,.,io„.  a>-,u,t  ,l,..s  liaut.nr.  égales,  «ont  outre  ...û  comu,,.  k'urn  b'L'H 


Il  en  C8t  de  nuMuo  ,„„„•  leurs  sommes  respectives,  et  par  M.lte  pour  les  ||„„tes 

vers  lesquelles  tendent  ees  sommes  ;  doue    ?^=  '^' 

N       n' 

eonstant,  les  volumes  des  eorps  ,i,.  révolution 
formes  j.ar  les  surfaees  planes  AmiP  et  ADNl» 
sont  entre  eux  comme  les  carrés  des  (piantltés  oui 
expriment  le  rapport  constant. 

Kn  effet,  si   l'on   a    A?  =  Mr^L'»    ,.„_,_. 

AD      NP       n'  '"PP"'f 

eonstant,  les  .ylludres  engendrés  par  deux  rec- 

tangles   ABCF   et  ADKF  de  même  hauteur  AF, 

seront  jlans  le   rapport  des  carrés  des  rayons. 

soit     —  —  —  !*?-' 

^.       ~^, .  Les  sections  correspondantes  étant  dans  lo  rapport   •-  ,  Il  en 

est  do  même  pour  les  volumes. 


Proposition  IX.  —  Théorème. 


firtO.  Le  rohini"  (Je  VrlJipuoMe  allonoé  ='i/.,T:ab 
Soit  l'ellipsoïde  AA'  formé  par  la  rotation' de 
ABA.  Le  cercle  principal  ADa',  en  tournant  au- 
tour  du   môme    axe   AA',  engendre    la    sphère 
'/;)  Tta'. 

Pour  un  point  quelconque  M  de  l'ellipse  et  poui' 


MP       6  , 


le  point  N  du  cercle,  on  a 

donc  les  sections  correspondantes ,  et  par  suite  les 

volumes  engendrés  sont  dans  le  i  apport  ~  (n-'m); 


donc 


ellipsoïde 
sphère 


ellipsoïde  =  sphère  X  —  = 


:i; 


■M 

I 
■M 

f 


"itm 


,^;r 


'  '•I 


-.-gTra^X-^    TTa^' 
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^^Hlil^li 

^l^#''' 

l^^Pw''' 

^^H^l^ 

iwii': 

|Mi| 

',i'.!^'i"'.w 

itNP'XAP 
3 


691.  Corollaire.  Un  segment  quelcon<„.o  rt'olllp«oïdo  ost  nu  «ograont  sphô- 
rIc,t,o  correspondant  dAns  !..  rapport  |;i  al.isi  lo  .o„mont  gphérlque  NAN'  = 

~'~;  .loMc  le  ...graent    MAM' ='-^  (^'^^^^2<^^JlA^\ 

a'\  2  _         «     / 

Kn  dc'.^lgnant  AI>  par  h  et  l'.\I  p„r  H,  eonmio  W  m.  Mr.--.--^-^    o,.  a  • 

HOgment  de  l'elllp..iyilo  ^  "^'^.f..^''   îZl! 

2         a''   6 
Ainsi  le  segment  do  l'ellipsoïde  est  éqnivnlent  ii  la   moltl.i  dn   cvlindrn  de 

L ellipsoïde     -,.—   est  semblable  au  proposé. 

Proposition  X.  —  Théorème. 

r.ns,  Lr  roUaiie  ,}e  VmipmWe  aplati  =4  '.(TO^ift. 

Dans  la  rotatl.m  autour  do  «II,  lo  deuil-cercIe  en- 
K<n(lre  la   vplirr,.  '>  ;,7:6',  ,.t  BAB'    l'ellipsoïde  aplall 
,,  MA'      « 

"    TÂ~  h    '"°'""''  '-");  «'onc  : 

^■^  ellipsoïde       d' 

"siibôro  =^h-  (""''«''); 

d'ni'i  ellipsoïde  aplati  =  ** «6^  "^  =  :* Tta^ft. 

SooUe.  Les  formules  données  pour  les  ,leux  ellipsoïdes  iienvont  Otre  réunies 
dans  l'énoncé  suivant  :  >-t"ii<.. 

Le  volume  forme  par  la  rcvahUio,,  d'vm  aemi-Hlipm  autour  de  l'axe  gui  la 
r.;  ,''•;  f  '■"''l!"'ipliaut  /,..,  4  ':,  „«  „  „,,  ,«  ,,,uié  de  Vaœe  autour  du- 
quelHe,g,ri„e  la  rotatwu ,  et  parle  earré  de  h,  moitié  de  Vautre  a.re. 

Proposition  XI.  —  Théorème. 

.■598.  X.  sepment  à  deux  haseï,  de  Vhuperholoïde  à  une  rtappe  est  équivalent  à 
un  cilnulre  de  même  hauteur,  et  dout  la  fta.se  é^ale  le,  2  .fae  la  sec  iou  minée 
par  le  eeutre  du  eorps  de  rh-olntion .  plus  le  1  .  de  la  secLde  ba^eàTLT^T, 
considéré.  (Même  résultat  pour  le  sejneut  d.'elUplle)  ^^  «'Oment 

f,t'lo,fnnr.',r^  Ifi  volume  engendré  par  l'hyi^rbolo  équllatèro  AM,  dans  sa  ro- 
tatlon  autour  (le  l'axe  non  transverse. 

tion"!  o"^;^  ^  "  ==  ^  '  ''^  ^  "'  P'^I  =  'i'-  I''liyporbole  équllatèro  a  pour  équa- 

nou(n».)7.j;  «--.'/=  =  '/%•   d'où    x' z=  a'' -h  tf'  (j) 

Divisons  /,  en  n  parties  égales,   et  cherchons  la  "somme  des  cylindres  qui 

^^    pour  hauteur,  et  pour  rayons  de  base  les  dlvei-sôs  abscisses  CE ,  PH ,  etc. 


ont 


Lu  I"  a  i)our  volume     TtCK  "  x  CO    ou  TtCE" .  - 

n 

n' 


Le  2'' a  pour  volume      TïFU'XCF    on  TtFH' . -,  etc.; 


nNJ'"XAP   ,   itAP' 


es  iwnvent  être  réunies 


atèro  AM,  dans  sa  ro- 


absclsst'M  CE ,  FH ,  etc. 


APPENDICE 

Kt  lo  (lornlcr  tcPM»    '' 

Pour  cnlciilcr  les  cain'.^  ,!„.   n 
'«"tr.„p,„eerd«ns^';.;^;;::;:;l^-- ;•;";'-.  M 

'      "'    ""«-•""'--"■"•""%  et  ,M.ar6F^ 
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ou 


uï'  ««• 


Donc 


CE  ^  =  a'  -)-  ^- 


Et  lM-rrylln(lro="'Yrt^4-'''^ 

"    \  M'/ 

"W  .T'i  (  "■'  .  1  \ 


Kt  1"  2.'  r.vl|n,lr,.  :==  •^''  /   ,       Ah'  \  "       /„.  . 

■H' 


'"""  PM^  =  a. 

''^"''''^"^'■"^--;-"""n=.ovo,„nu.t.:;,,.,;''^ 

''^  ''°  '""•""  ^"  -»'P-o  de  n  tern.es  L.„  ,   «J.  ",',    ,    , 

"--'^™o.  ''^  a  ,.o„r  n,„.t.p„catenr  ,a  fraction     1^4...^.. 
.   „  ^  r:;        ■:  inalsCn^esi) 

■"'"""•  "■"lto<,,...,„„ev  =  „;Y„.^/i^\ 

,o,.  .„..„, .  ^  3/ 


H 


2"  I/hyporboli.  ciiiclcononc.      '"^-'  —  r^,    ,  ^ 

d'où     3-===a=_f_?' ,,  ,,  ■      a'  /,- 

^  ;,».''  .    au  lien  de  £»■'=  n^-f- „=  ^     „^ 
«""e,  „o„r  «,,„,.,,..  „  ,„^„,^,,^,  -^•"    ''«  '^>-P-bo.e  é.n.lat.ro.  Par 

Placer    '%ar   «"   ^J    et.  ^'^  '  '  V"'"^'^'"^"''''"'' "  ^^^ — 

Mais  la  /onnnk-  (3)  no  chinm.  „..  .  1^' '  S  /  (4) 

nt  cnango  iioint,  car  on  a  encoro  n'  —  D,     .  , 
Perbolo  quelconque,  nr-  ou  r'^=    . ^a'^  «  -  R=;  et  dans  l'hy- 

-ne„a,.po=...-±_n^     ^  ^^^-™.e  de  ...^rMoVde 


M 


i 
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Scol.e.  Le  cercle  x-'-+-y-=a-  donne  çe'=a'  -y,  Haiif  1,.  nlKno  .lu  der- 
nier ternie,  c  est  le  même  résultat  que  pour  riiyporl.ol.iïde  (Siulli.tèrc  ;  donc  lo 
volume  du  segment  sphérlqiie  à  deux  bases,  .orH(,u'un(Mler  «ectlnns  passe  pnr 


lo  centre  e^t  donné  par  la  formule     V  =  itft  (  a'  —  '''  ) 


on 


V  =  Tlh 


2R= 


■R'' 


(2  bis) 


(8  bis) 


_La   formule    (8)    ne  change    point,   car    dans    le   ctcIc     viv  =  fc-^h' 
PM»  -a^  =  -  U',  et  en  remplaçant  dans  (2  bis),  -  h'  pa,.  hu  valeur,  on  retrouve 
la  formule  (3). 

Lorsque  h  =  a  ou  R,  la  base  dont  R'  est  lo  rayon  chI,  nulle,  on  a  nn  liéml- 
sphère,  et  les  deux  formules  (2  bis)  et  (3  bis)  donneiil.  V  ^^  a/.,7r«' 

Pour  le  tronc  lï  deux  bases  d'ellipsoïde  on  trouve  :  m       • 


(4  bis) 


et 


8 


I 


Proposition  XII.  —  Théorém<«. 


fi94.  Le  volumn  ihi  segment  à  une  hase  de  rhnyrhoUiïile  à  de.vx  nappes  est 
équivalent  à  la  moitié  du  ei/liiidre  de  même  base  et  de  même  liaiiteur,  vumis 
VeUipsoïde  allongé  qui  aurait  la  hauteur  du.  segment  pour  grand  axe,  et  dont 
Us  axes  seraient  proportionnels  à  ceux  de  l'Iiuperlniloïde. 

1"  CherchonH  lo  vi.Immic  engendré  i)ar 
riiypei'bole  (Miullalére  AM  ilatiM  sa  rotation 
autour  (le  l'axe  Iransverse. 

Soient    AO  ==  </ ,    AI'  -'=  h.    et   PM  =  K. 
L'hyperhoh'  é(iullali''r(i    a    poiii'    équation 
( n»  57S )  X'  —  //'  ==  a'  ;  d'<H'i   g'  =  x'  —  a\ 
Divisons  lit  en  u  piirtlcH  égales,  et  cher- 
chons la  somme  dex  cylIndreK  qui  ont  -  no,u' 

n 
hauteur,  et  pour  myonn  de   base    les  di- 
verses ordonnées  DK„.,  MP;  bornons -nous 
h  développer   un   seul    terme   (n"   584),  celui  de  rang   (n      1).  Ce  cylindre 

=  TtVN''.~;  en    remplaçant  OV  par  sa  valeur  a  ^-^"  ~"  '  ^''',    la   relation 

"  n 

?/-  =  X-  —  a-  devient  : 

?/-  ou  VN 


on 


VN'  =  2«;i' 


h  h'  — 

n  )/■' 


Le  cylindre  7tVN= .  -''■   égale  donc  :  7t7/  f  2«7*  '-^—^  -+-  A^^      '  ^') 
'"■  \  n'  n<       / 


lorsqu'on 


Introduit  n  dans  la  parenthèse. 

La  somme  des  cylindres  égale  la  quantité 


•îaU 


1  -+-2...-+-n 


-U' 


1  -+-4...-t-  n' 


tiiilli',  c)ii  a  lin  liéml- 


,    la   relation 


Mais  (n"  581),  lUii  limite,     ^^  =  1     „.   S„=      i 
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0) 


il'oi'i  l'on  déduit 


APPENDlCfc; 

?»  _I 
Ainsi  la  somme  devient  2ah  .  i.'o-t-h'.  1    ,. 
I^""°  VoInme  =  ;T7,(a;/+|) 

T/équatlojijîc  la  courbe  donne 

cette  valeur  mise  dans  ,a  formv.le  0)  donne.  Lues  réductions  faites 

On  peut  écrire     H^"  _  2^'     „  „      ,     , 

2  g   ,  ft  ce  résultat  rappelle  le  segment  sphérlque  h 

une  base. 

2»  L'hyperbole  quelconque    ^~%  =  i  donne  ,=  ^^  (,.  _„.). 
^^  C'est  ,a  même  valeur  que  pour  l'hyperbole  équilatL,  sauf  le  coefficient 
,-.;  .es  sections  sont  donc  à  celle  de  l'hyperbo.oïde  équllatére  dans  le  rapport 
^=..onc(no.s.)     V  =  .,^(„,  +  |) 

.en!::::  r  tz^é?^  ::r:r  ':)it?:  ''  '^^''^'"-  ^"^  ^  ^'^^'^-  -'-■ 

,,  '  '  '^'^   '^  ^''"'=  ^6  l'hyperbole  équllatère  dans  le   rap- 

port   ^  ;  mais  il  faut  multiplier  h^  imv  le  même  rapport 


(2) 


corres- 


Donc  on  a  aussi    V  =  7t/Y—  — '-   ^'\_'î!^      J>-   nh^ 
pond  à  l'énoncé.  ' 

1-e  segment  h  nue  base  d'ellipsoïde  =  î^-4-  ^'   "'''  __,'=/,       7(=\ 

".•Sr;r^;t;:szi;e;:  ""^  ^"'"'""'•°"  •  °"  --^  "•^^-^"-  '-•"■"-  <''  .-ei. 

Proposition  XIII.  —  Théorème. 

considérons  „u  cercle  é!  le  can'ch-ct'sSt''''  "  '""""  '"'^^  ^"^  "^  ^•""■'"''•^• 

enr;r^;^';r"f-'-----^^^^ 
.>nrr^ïï-;.;:;rs;£'xs;j'-^^^^^ 

données  CF.    CF.  etc.  <»r  rt„r,=   i„   „.,.„,:"""    *""'    ''^■••'  'averses  nr- 


!'F',  etc.  Or  d 
u'~x';  donc     CF- 


ans  le   cercle 


on   a 


OC-';  mais     OC  =  CE;  donc     Cl 


a'   (no  813),  oi: 


Le  cylindre  qui  a  CF  pour  rayon  égale    it.CF'  X 


if  —  CE^ 
OC  =  TTa"  X  OC  —  itC'E'  X  OC. 


il 


l'r 

•■I 

i 
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tgff;.^'-^^^ 


rf' 


I 

'f'ii 


I 


Bfil: 


îfll 
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Ainsi  10  oy  mlro  onpon.lré  par  OCFJ  Ogalo  1.  ,.yii„,iro  OCfiB,  moins  le  cvlln.lro 
form..  par  OCEH.  ]„  n.On...  1.  oylln.l,v  q^  a  C|/  „o„r  rayon  éiak!  ' 

7r(,  1.  -  X  ce  =  m:'  X  ce'  -  TtCK -^  X  CC',  et  ainsi  des  antres 

Mais  (inand  n_croît  indélininieut,  la  somme 
des  cylindres  nCK-'  X  OCH-  ttC'E-'  X  CC',  etc., 
tend  vers  le  cône  engendré  par  OPN  (no'oss)"' 
et  les  cylindres  na^  X  OC ,  Tta'^  x  CC'  etc  ' 
ont  pour  somme  le  cyllndiv  engendré  i.a'r 
OBLP.  Donc  le  segment  sj,héri(iiie  formé  par 
OHMP  est  éqnivalent  an  cylindre  OliLP  moins 
le  efine  OXP. 

I/bémisphère  liAB'  égale  le  cylindre  BDIVd' 
moins  le  cône  DOD',  égale 


TTft-'.O  • 


-'!ta'.-:=-'i:a' 


De  même  le  segment  sphérlnueùiino  hnsp -vr  A if' -(™„i    i        ,.    , 

tronc  de  cône  KDN'lV.  ^^  '^^'"'-  ^^  ''>'""'''■«  LDL'd'  moins  le 

En  exprimant  les  volumes  du  cvllndi-n  nt  ,1,,  nA„„ 
fonction  de  a  et  de  la  hauteur  du  sTJmenf    on       ,  V^"  "'°''''  '^'^  '^«nc  en 

il  en  est  de  môme  pour  les  hvpèrboS!  '  "  """^  '"'""'''''  déjà  données; 

.olnsla  section  clrresp-irit;';!:,  \  ^  1  ^^î"  S^ -îî^   ^^"^'^ 

aussi  équivalents.  '  '*  '"'"'  ^"^  ''^"''''^'  correspondants  sont 

Proposition  XIV.  —  Théorème. 

havteuT.  transversc,  plus  le  cûno  asymptote  de  même 

Soit  n,ype,l,oieéquila,ère  AM  tournant  avec  :'asymptot,.  OX  autour  de  OP. 


Lo  cyllndi'e  dont  le  rayon  =  CE  a  pour  volume     7:ri«  nn        ,      ■    . 

(no  .576)  o„  a     ^y^^a^,     ou    W  =  J  + o5  ''""'' ^""'•"'™"''' 

<lonc  cylindre     TCE^ OC  =  cylindre     7ta^0C^-cyli;„]re     ^oc=  np 

Or    OC=:CDMlonc     7:CK^OC  =  7t„^pG-f-,rCI7.  or 

Do  mc.ne  ^FH^  Fç^  ,ra^ .  FC  -+-  uFG^ .  FC  ;  car  dan;'  ce  cas     .  =  OF  =  FR. 

Rtlodemlerou     uPM-'.  PV^7Ta\PV -H  rrPN^pv. 
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y-lindro  LDL'd'  moins  k> 


ot(>  OX  autour  dp  OP. 


2Si 


.crstrr ■■ "'-:. ^ • -.»....■ 

j,.i/,     U!,  — a--)-- .c'0-■ 


il'oi'i     CD-=""  côi 


CD        OA        0A-«-'     ^.^l 


Donc  encore    CE^  =  „.-.   p^,     .       ,-.  '' 

Segment  d'ellipsoïde     wPw'p'^  — 

.-eKu,eutd-hy,Hn.l.„oïdeàunenn,.,.e    V,, S -"''Vr ''■""'"  ""  '''""'  ^■^•^^"'•■• 
La  méthode  i,ar  s„m)»o/;,„/ !•       ,  "=f'"icdeeÔn(.M'\'i.'__7.,„    mv 

'-•«."o  les  eorpi  el-de^lir      't        '^'^;:"'"""""-^   -    --  ^La^  ùZ^ 
«""t  ol,U,,„es  par  rapporta  e  ,a,      ."'^     ,'''"''"■!'  «^f  ""^'  "■«  bas.s  ,,.,.  seg    e  , 

^'"'.•'.>^ô"s,;ï^  :;'':::;:•:'-;;;,  ■•'■-■^."•sm,,n  e,.s,;.:„j^  ,;■  -  ;->;;;;: 

§  "I.  -  CENTRES  DE  GRAVITÉ  DES  FIGURES  PLANES 

p^f -;::r  ;srn:rr:,:r  ""-"-^  ■ >-  -'■■  .an  e.  „,. 

ai'ltlimétique  des  distance,  des  d    .         'l."*-''^'"i"IMe  de  ee  plan  ,.>,    la     „„v,  „ 

S"ient  les  points  A,  B    ?     f   "  '"'""■^  "'""":-  "  la  mCue  drolie       '     '"^' 
l"'i»t>' «ionnés  deux  ,\  denv     n',,.  w',.     ,    ''  """  *"'""''  -luelcomiue.    Joi-n,,,,,     , 
^ûtés  et  des  sommet,  d,     ,o,;r     "    ..''^"'■":'""<^'^'<  ""  l-int  mlll..      1;:^"  ".  ';^ 


l"'i'it>'  donnés  deux  h  deux    i,         ^'    ' 


■  ■    •■•"'"II"'.     iJOlifMiili^     i|.^ 

^;;;^';;'"  point  milieu, les  divers 
t  ift  trajn'/('<  f/ii..*,,'... 


e  = 


(i  ■ 


f~ 


b- 


h- 


^1^ 


Pi 
i 

s, 


,M,| 


4=-: 


r/. 


-_.  <>'  ■+-  U 


d'oii 


e-hf~i-h-i~i  =  - 


'>b  -h  2c 


'2a 


r/l 
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Mais    le    iiérimètiT'    EFHI    est    moliulrc   ([ui;    celui   do    AliCD,  .'iir   KK   est 

■    .  KIJ -t- IJF ,  etc.;  (li)iic  en  opérant  lu- 

ilcliniiucnt  d'une  manière  analogue,  le 

lioly^one    formé   en    Joignant    deux    ù 

deux  les  milieux  du  précédent  se  réduit 

à  un  point  JI  ;  et  4  fols  l'ordonnée  m, 

égale  la  somme  des  4  ordonnées  du  poly- 

,    .  ,.  a -t- b -i-  c -h  d 

goneprlmltlf  ,ou  »i= ■ 

4 

M  est  le  centre  îles  moyennes  distanccu 

rfc.s  jwintM  donnés. 

Pour  une  deuxième  droite ,  .ci/  par 

exemple ,  en  jolgmmt  deux  à  deux  les 

milieux  des  côtés  adjacents,  on  arrive 

nécessairement  au  mCme  point  M;  donc 

,    ,  ,  ,  ,  .       a  -h  b'  -h  c  -h  d' 

p<iur  nue  droite  quelconque  xij  ,  on  a     m  == ^ 

4 

D'après  des  considérations  développées  dans  les  traités  do  mécanique ,  le 
centre  des  luoj'ennes  distances  de  tous  les  points  du  périmètre  d'une  figure 
plane  est  api>elé  centre  de  c/ravitè  du  iiérlmétre  (nous  le  désignerons  iiar  ;/);  et 
le  centre  des  moyetincs  distances  des  divers  points  d'une  surface  plane  limitée 
est  nommé  centre  de  gravité  de  ta  surface  (ce  polut  est  désigné  ordinairement 
par  G).  • 


6!)i).  J^o  centre  de  gravité  d'ime  droite  est  an  milieu  do  sa  longueur. 

Les  points  ;/  et  G  se  trouvent  sur  les  divers  axes  de  syuu  trie  d'tmc  ligure 
donnée;  par  suite,  ils  sont  an  centre  do  la  cotni)c  (n"  480),  on  au  centre  de 
tigiire  dans  les  polj-goues  réguliers. 

Dans  le  triangle,;/  est  au  centre  <lu  cercle  Inscrit  dans  le  triangle  formé  en 
joignant  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  du  triangle  iirlmltlf,  et  (;  est  au  polni 
de  concours  des  médianes  du  triangle  donné. 

Dan»  le  traiièze,  G  est  sur  la  droite  qui  joint  les  niiilenx  des  côté»  parai 

Icles,  et  1  ou  a        =    . 


l'i'Ur  l'arc  de  cercle,  </  est  sur  le  rayon  iiorpindiculuire  l'i  la  corde,  et  eu  rc 
jjié.'xntant  le  rayon  par  r.  la  corde  par  c,  la  longueur  de  l'are  par  .t,  et  la  .n> 


rKiË 

•oliU  (le    AlîCD,  .'ar   KV   est 

lîK,  etc.;  (Idiu;  en  opOraiit  iii- 

itd'uiic  iiiiinlôic  analdRiie,  lo 

formé  on   joignant   ilcnx    U 

nillicnx  du  précédent  se  rcdnit 

nt  ]M  ;  et  4  fols  l'ordunnée  m 

omnie  des  4  ordonnées  du  poly- 

.,,  a -t- b -t-  c -+-  d 

iitlf,oii  m=         — 

4 

centre  tics  moyennea  dista)ice» 
H  donnés. 

me  deuxième  droite  ,  .eu'  par 
en  joignant  deux  k  deux  les 
Jes  côtés  adjacents,  on  arrive 
enient  au  infinie  point  M  ;  donc 
+-  J)'  +  c'  -t-  d! 


les  traités  do  mécanique ,  le 
ts  du  périmètre  d'une  figure 
ions  le  désignerons  par  ;/  )  ;  et 
:s  d'une  surface  piano  limitée 
ut  est  désigné  ordinaireuieiit 


illleu  de  sa  longueur. 

ixcs  do  synittrie  d'une  figure 

)L  (n"480),  ou  au   centre  de 

;rit  dans  le  triangle  formé  en 
igle  priniitif,  et  (i  est  au  polir. 

les  milieux  des  côtés  parai 


llculairc  à  la  coi'de,  et  eu  n 
upnr  (le  l'are  par  a,  et  la  .ii 
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tanco  du  centre  à  la  corde  par  ;;,  on  a 
circonférence,  Og  =  — , 

Daijs  lo  secteur  circulaire    ÛG  =  ''^-.  - 

Dans  le  demi -cercle 


Og  = 


rc 


2o3 
quand  l'arc  égale  une  deml- 


0G  = 


S    s 
ir 

3rt 


Dans  le  segment  à  une  base    OG  = ^' 

6  {sr-~cp 


600. 


Proposition  XV.  -  Théorèmes  de  Guldin. 


-/../or.i:Sf:::,::nî:;''^^j;f7"^^-  '^'«-/.«.-^  pla„e  dans  sa  ré. 

.ri:  tsirri  - -!5f=- --'ïrniLfei^^t'^^^^^^  d.. 


sons  le   périmètre  p  en  m  >  "'"'  "  ""  "'™'^'  ^•^'"^'  '''^ 

"'•"'.""oes  des  .niH.^;de:ei  n  r  ti:^t.cr";;nï"""  '-"""^"^^^ 

'loe  l'ordonnée  d  du  point  u. 

BO  =  I ,  et  engendre  la  surface  convexe  d'un  tronc 
de  cône  ;  cette  surface  =  2r// .  CB  =  27r v 
même ,  surface  engendrée  i)ar    CE  =  27T)/' 
Donc  la  surface  totale  =  27r(i/-+-2/' -+-,/' 
=  p.2n(j^y-±JL:::\ 


menons  les 


Mais 


y-hi/  -h-  y 


,^  ~-d  ;  donc,  surface  de  révolution     =  p  .  ind, 

faut  au  moins  cjuc     d  =  E.  '  ^^  ^""'  ^  '•-'  '''i'^"  ^'"  ^*-'''^l'-'  i 

Surface  du  toro     =  2îtR  .  27rd  =  471^  aR. 

centre  det/mvitéde  cette  surface. 

Dans  la  figure  MN,  considérons  un  élément 
de  la  surface ,  un  carré  dont  le  côté  BB'  ou 
«  est  parallèle  ix  l'axe.  La  distance  OP  de  son 
ccntio  à  AA _^-      ;  dans  la  rotation, 

le  carré  engendre  un  volume  <iui  est  la  diffé- 
renco  des  deux  cylindres  qui  ont  HIl'  ou  « 
pour  hauteur,  et  IIB  et  HC  pour  rayons  res- 
I'      ifs. 

■  -_  l_e  vohuriojoniié  par  l'éléinent  BCBC' 
-     ;]  ii'^a  —  TtCI t\ a  =  u a ( BH^  -  CH^ )  ; 
.jais  _JJH^  -Clî--  =  (BH  -f-cir)  (BU  -  CH) 
-2. OP.  a. 


f-î 


'fi 


■■,\i\ 


l'^iî 


ÎU 


ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE 


Donc  y~iza'   WV,     ou     a^27r.OP.  Il  en   «ralt  do  même  pour  tous  les 

carrés  que  dos  séries  de  parallùlos  é.,uiaistantos  formeraient  on  nombres  dans 

a  surface  MN.  Le  volume  engendré  égale  donc  a'.27tXpar  la  somme  des  n 

lignes  telles  que  OP  ;  mais  la  somme  <\'i  ces   ll,u:cs  =  n.d  (n°  098)-  donc  • 

Vohimo  ~a\2-.i. n.d.  ou  «a\2uà  =  Surfa(0  génératrice X  l'Tr'd,  c.-.i" 
na'  tend  vers  la  surface  MN  si  n  croît  Indéfinlmeiil. 

Le  volume  du  tore  =  7VR- ,  2nd  =  -JifaK'.     Donc. ,. 

602.  Scolîe.  Lorsque  la  rotation  correspond  à  une  qnrmtlté  angulalr-,  donnée, 
11  faut  remplacer  la  circonférence  2irtl  par  l'arc  décrit     '-''^  X  nomOn  il  degrés. 
Les  théorèmes  de  Guldln  iieuvent  être  généralisés  : 
Lors(iu'v.nn  surface  se  meut  de  manière  quelle  reste  con&Wmment  nuv.^ae  >■ 

L^«r.lT  ;■'''''■"  '"r^'!"-'-'  "«  ^™'"«<!'  "  ''o^"'»*  ^'Obtient  en  multipliant  la 
aiir/Mc  oénératricc  par  la  h.jne  'jne  décrit  le  point  G;e«  la  surface  égale  le  p(- 
rimètre  muUnm  par  la  courbe  oue  décrit  U  point  g  ^ 


Proposition  TVi.  ■■-  Théorème. 


603.  La  parallèle  auM  oénératricfs  ,?,(»»  tronc  ciiUndrique  droit,  menée  par 
le  centre  de  gravité  du  périmètre  ,k  'a  base,  c^t  la  moyenne  arithmétique  des 
génératrices  du  tronc.  i  <»    c» 

La  parallèle  aux  génératrices,  méfiée  par  le  centre 
de  gravité  de  la  base,  est  la  malienne  arithmétique 
des  parallèles  aux  génératrices  menées  par  les  divers 
points  de  la  base. 

Soient  LT  rintersectlon  des  deux  plans  ([Ul  limi- 
tent le  tronc  cylindrique,  g  le  centre  de  gravité  du 
périmètre,  gy'  ou  d  la  parallèle  aux  génératrices.  Par 
les  diverses  génératrices  et  par  gg'  ou  d,  menons  des 
plans  perpendiculaires  h  LT;  les  droites  x,  x' ,...  c, 
sont  parallèles,  et  il  en  est  de  même  de  BE,  B'b',  g'o; 
donc  on  a  les  rapports  égaux  : 


y_^d, 
X       c  ' 


etc. 


Et  d'après   une  propriété  connue   des  rapports  égaux-       ?^  +  •''/ 


_d 

x-i-x'-t- ...  ~~  c' 

mais  c  est  la  moyenne  arithmétique  de  x,  x',  ...;  donc  nc  =  x-\-x' -h ... 
(Il»  598);  et  nd  =  }/-+-ii'~h...;  ainsi  d  est  la  moyenne  arithmétique  des  gé- 
nératrices. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  deuxième  partie  du  théorème. 


Proposition  XVII,  —  Théorème. 


G04.  La  surface  latérale  d'un  tronc  cylindrique  droit  s'obtient  en  multipliant 
le  pcnmcirc  de  la  ba.'iv  par  la  parallèle  aux  gàiérutrices ,  menée  par  le  centre 
de  gravité  du  périmètre  de  la  base. 

Divisons  le  périmètre  p  en  »  parties  étr .?.  <t  que  nous  considérerons  comn-  - 
rectillgnes.  La  surface  latérale  cherchée  p  v  ,   -tre  considérée  comme  la  limite 


(le  mfimc  pour  tous  les 
•aient  en  nombre  ?i  dana 
'  X  par  la  somme  des  n 
=  n.d  (n"  008);  donc  : 
ï('n6ratrlceXi.'Trd,    c.ii- 


intlté  angulufr<   ilonnée, 

iTtI  X  nomisrt  i!.'.  degrés. 

1«0 

onsU'mment  lun-i.i-ile  c 
Mieiit  en  multipliant  lu. 
t  la  surface  égale  le  pa- 


ne. 

riqiie  droit,  menée  par 
yenne  arithmétique  des 

".es,  menée  par  le  centre 

malienne  arithmétique 

s  menées  par  les  divers 

s  deux  plans  (lui  11ml- 
0  centre  de  gravité  du 
e  aux  gôniiratrices.  Par 
r  <jl/'  ou  d,  menons  des 
les  droites  x,  x' ,...  c, 
mCme  de  BK,  B'fi',  n'o; 


>   etc. 


.     V  +  ?/'  -+- . 

X  -hx'-h  . 

..  _d 
c' 

ne     «<;  =  »;-+- 
aritliraétl<iue 

X  -\-  ... 
(les  gé- 

tie  du  tlitorème. 


'obtient  en  multipliant 
1,  menée  par  le  centre 

considùrerons  comn;  ■ 
!'rée  comme  la  limite 


I 
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les  faces  latéral,,  d'nn  tronc  de  prisme.  Or  la  surface  des  dlvor's  trapèzes  est 


'A: 

n 


'=pd    {n"C03), 


y  ,  etc.,  ot  la  surface  latérale  égale    p . 

Proposition  XVIII.  —  Théorème. 

nu  .132). 


605. 


"y^^-z  ;zrzsT=^  t  r  tzTsr^  » 


Divisons  la  ba,.e  en  n  carrés  éga.ix;  le  volnmo  égalera 


L2C 
n 


;  mais 


-~d     (n"  603);  donc  le  volume  du  tronc  égale  «a'd  =  base X  d. 
quf  Sr  iS'  "Ll^sTgrfwt'éTef dfu^^'f"  ^"^^f  "^^  =  "  -'  f  "«  ''^  "-<*« 

§  IV.  -  MÉTHODES  APPBOXIMATIVES 

606.  Formule  de  Thomas  Simpson, 

Soit  à  évaluer  hi  surface  ACDB.  Divisons  AR  on   „„ 
égales,  8  par  exemple;  nous  aurons  un  nnmhL.        ,    .?  "««"bre  pair  de  parties 
Menons  CF,  puis  CJ  ;arallèreT"a  base  "   "  ^^'^'''^^''  <5quidistantx)s. 


ii 


1 


■s'. 


Q 


-•■isîpi 


I 

I 


1    ' 

i 


256 


ÉLÉMENTS  DE   GÉOMÉTIUE 


En  considérant  CHF  comme  un  segment  de  parabole ,  on  a  (n»  562) 

Surface  VUV  =  les  .2/;j   du  parallélogramme 


./'■ 


g# 


^ 


AiGE 


De  même 


-'^ 


.';^ 


ns> 


i^ 


:j 


Or     le      trapèze     ACKE  =  {AC-t-EF)d  = 


(AC-i-2AC- 


■2EF-f-Er)  =  "(AC- 
3 


-4GI- 


0        B 


donc  surface  ACHFE  =  f(AC-+-4HT+4Gr- 
d 


d 
3 

•EP) 
-EF) 


=  -  (  AC -1- 4HG -h  E  P  )  =  ^' ( //l -f  4.//2 -t- i/3  ) 


surface  EPMN  — "(tfa- 
MNPQ  = '' (  .V.5 - 


Donc  surface  totale 
ACDB==^[//,+ 


PQDB  =  "(i/7- 


3 

-^4(/.,-f-.v,,j) 

■^  -l.'/o  H- ,'/:  ) 

-  4(/8  -h  //9  ) 


,'/9  +  2  (  )/3  +  ^5  -H  i/7  )  -t-  4  (  )/2  +  2/4  -*-  î/g  +  (/g  )  ] 


De  li^  la  r6glo  suivante  :  Il  faut  diviser  la  projection  de  la  courbe  en  un 
nombre  pair  de  partiea  égales;  à  la  somme  des  ordonnées  extrêmes,  ajouter  le 
double  de  la  somme  des  autres  ordonnées  de  rang  impair,  plus  le  quadruple 
de  la  somme  des  ordonnées  de  ranij  pair,  et  multiplier  par  le  tiers  de  la  dis- 
tance de  deux  ordonnées  consécutives.  Eu  représentant  par  E  la  somme  des  or- 
données extrêmes,  par  I  la  somme  des  autres  ort'onuées  do  rang  Impair,  et  par 
P  celles  des  ordonnées  de  rang  pair,  on  écrit  : 

S  =  -(E  +  2I-t-4P) 

O 

607.  Formule  Poncelet. 

Divisons  la  projection  de  la  courbe  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  ;  par 

les  points  B,  D,  etc.,  menons  des  tangentes  li- 
mitées aux  ordonnées  voisines;  à  l'intérieur 
menons  AB,  et  joignons  les  extrémités  des  or- 
données de  deux  en  deux ,  sauf  pour  i/^  et  yg  . 

La  surface  à  évaluer  est  comprise  entre  la 
somme  des  trapèzes  inscrits  et  celle  des  cir- 
couscrlts.  On  peut  prendre  la  demi -somme  do 
ces  surfaces  comme  mesure  de  la  surface  donnée. 
Or  les  aires  des  trapèzes  inscrits  sont  : 
Vu  -)-  //9 
2 


2/1  ■ 


^^cl,(,. 


-Vt)d, 


Et  la  somme  est 
".'/i+j/a 
2 

Ajoutons  et  retranchons  -- 


d 


[' 


+  (  2/2  +  2/4  ) -+■  (  2/4 -h  )/e  )  +  (  ^g  ■ 


-2/8)- 


.  2/8  +  2/9 


] 


2/8 
et    --,  la  somme  devient 


'?  [ 2  f  2/2 -f- 2/4 H- 2/6  +  2/8 )  +  ^»-"^ '^9  -  2'* -^ 2/8. ]  =  ^  C 2p  +  E- e; \ 


en  représentant  par  P  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair 


par  E  la  somme 


3 ,  on  a  (  n»  562  ) 

.2/;)   du  parallélogramme 


CFE  =  (AC-t-EF)d  = 
3 

F)  =  ''(AC-i-4GH-EB') 
^(AC-4-4HH-4GI  +  EF) 


-+-  2/4  -H  2/6  +  .'/8  )  ] 

ction  (le  1(1  courbe  en  tm 
'.nées  extrêmes,  ujouter  le 
ipair,  j)h(s  le  quadruptc 
•:r  par  le  tiers  de  la  dis- 
par  E  la  somme  des  or- 
;s  do  rang  Impair,  et  par 


lir  de  parties  égales  ;  par 
uenous  dos  tangentes  11- 
volslncs;  à  l'iutérieur 
18  les  extrémités  des  or- 
IX ,  sauf  pour  //3  et  j/g . 
;r  est  comprise  entre  la 
nscrits  et  celle  dos  clr- 
ndro  la  demi -somme  de 
lure  de  la  surface  donnée, 
s  inscrits  sont  : 


2/8)  +  ?/8_+?y9j 


■d 


(,P^t=:) 


1^  pair,  par  E  la  somme 


APl'ENDin.; 


i>o7 


des  donv  ordonnées  extrêmes    m  n^r  v'  i 

dernière  ordonnée.     ""™"'  <^'  ''"'^  ^  la  somme  de  la  seconde  et  de  l'avant 

La  somme  des  trapèzes  extérieurs  égale  d    "P 
J.a  demi-.somiue  .les  deux  gr()ui)es  "  '   ' 

Ainsi,  au  double  des  ordoimÂo  /Ip  w,„  ,       •  4       4/ 

<Jes  ordonnées  extrême  T'^',ZZ  f"''  "';  ";'"'"'  '"  """''  "''  '«  •""""»« 

tout  doit  être  r,uatimm^z:^:^^(Z::i;r  z'"'"'"'''  '"''''"''  ^^  "^ 

La   fo,.,„u,e    Poneelel  est  .l'un  ' l^Z^  J  ^  S^'"'  '''""'"-'--■ 
qnc  la  formule  Simpson,  et  ,l„„„e  on  Inaire,  ent  une 
api)r(,ximation  plus  grande  "uaiu  nient  une 

calculée  e^:^:''  '""'  ""  '"'"'  ^  ^'^^'  ^"'"^'  I^'""-" 

Par  la  formule  Simpson lOC  oot  q 

Parla  formule  l'.mceiet mlâ\ 

Dans  le  cas  étudié,  la  valeur  réelle  est  107''iw  s-  i     . 
ce  résultat  à  1  4„8  près;  en  pr..u-.nt  nn  1      '       f  '  '''  '°'''°"'*'  ^on<i^\(,t  donne 
tiondndt  encore?  ^1  ,U.  ^.'nde  ap,!:"^  ^^r"  ""'"'''■''  "''-'-"ées,  ou  ob- 

La  formule  Poucelet  a  été  modifiée  par  divers  ;utenr..  nn  „ 

■  ai  unus  auteuis;  on  pose  par  exemple  : 

S  =  <7(2P  +  K_K'\ 

A         ,  \  6         (i  / 

Avec  les  doniuïos  ci -dessus,  on  trouve  107  •^t-,  ,r        ,        ^ 
prochée  que  les  deux  premières.  '  '  '^''"*''"'  "beaucoup  plus  ap- 

Plavant  les  ordonuéel  ,,     „  "''"l  .,''"""' '''"'^"^■'^"  ""  ^""«'■''«'^  ™  rem- 
La  formule   Simpson'.' Wiaïn  n"  ^oLi;;;,;"'-^  "^'"'"  "'^"°"^- 
4-0  trois  ordonnées,  se  réduit  à  ;|  (2/,  -4- 4,,,  +  y^  ) 

ou  J(z/i4-v/,  +  ,,3).  Et  quand  on  l'applique 
aux-  volumes  ayant  pour  bases  extrêmes  B  et  r' 
et  S  pour  section  équi.listante.  on  a  ' 


M 


'!<  ■'!'. 


<•/. 


V  =  "(B- 

0 


-  48-1-1?'). 


Jo 


II. 


1»  Cylinareetprisme;,.r^==^==^.  a,,,,  ,,  ,„,     ,,^_^^. 
2»  Prisme  triangulaire,  placé  sur  une  des  faces  ;,,térales,  car 


>■ 


■iS)=Bh. 


XAC     ou     AC>' 


':i 


.h      Bfc 

■^2  =  T 


i 
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Or  la  base  b'  est  nulle ,  S  =     ;  donc  48  =  2R    -t  1 1  'oi!i 


iluvlmit       (R- 
6 


■20)  = 


r>h 


simple  do  Slmpsiin 


S"  Corps  limité  par  m,  rectangle  ACA'D',  deux  triangles  ACn  et  DCD',  et 
une  surface  gauche  DAA  1),  engondrée  par  une  droite  <nd  s'appuie  sur  DD'  et 

AA'  en  restant  paraP  1.;  au  plan  DCD'.  Le  volume  do  ce  corps  égale    ^-^  ^  '' 

_Bft    _  ^ 

—  -y.  En  construisant  des  priâmes  sur  les  diverses  sections,  ou  peut  opérer 

comme  au  n»  082.  On  a  souvent  à  considérer  .le  tels  corps  dans  le  calcul  des 
terrasBcmeuts. 

4"  Puramidc  et  cône;  la  section  est  le  (luart  do  B  ;  on  a  d"iic 

'i(B  +  B)  =  ?^    ou    "^ 

60  Troncs  de  pyramide  et  de'cône  ;  ce  dernier  a  pour  section     7i  (  ^^tT  V 

ainsi  4S-:7t(R^-h2Rr  +  r=);    donc  g(B  4-B' 4-4S)  =  "^^^  (2R^+ 2Rr-f-2r^) 


on 


■Rh 


(R"-HRrH-r=) 


t' 


Co  Segment  Quelconque  d'ellipsokle  ou  d'i'fnerboloMe:  ces  oorp-  sont  éaulva- 
lonts  à  la  somme  ou  à  la  différence  d'un  cy.  .  !,•«  et  d'  ,u  tronc  ,1  ôno  (n»-  59- 
et  S9(,)...  Dans  la  sidiùre  et  dans  l'ellipsoïde,  ks  bases  B  et  B'  sont  nulles 

70  i^egment  quelconque  de  paraboloïde;  la  section  est  la  dcml-somme  des  bases 
comme  cl-dossus,  2»  et  3°.  ' 

8"  Corps  ai/ant  deux  bases  planes  et  para!'  •  s,  .nais  quelconque",  et  pour 
faces  latérales  des  pod/gones  quelconques,  ou  la  surface  gauche  «Uti;  le  précé- 
dommont,  3»;  car  on  peut  le  décomposer  en  i.rismes,  j.rlsme  placé  sur  une  ùos 
faces  latérales ,  pyramide  ou  auti'o  corps  étudié  cl-dossus. 


609.  Volume  des  tonneaux.  Les  tonneaux  ont  une  forme 
qu'une  même  formule  puisse  convenir  ii  tous  les  cas.  Soit 
rleure  du  tonneau ,  D  le  grand  diamètre  ou  diamètre  du 
mètre  du  fond  ou  jahJe. 

10  SI  Von  considérait  !e  tonneau  comme  la  réunion  du  deux  -.-.iics  de  cô,m,en 
négligeant  la  coui-bure  des  douves,  on  aurait  : 


variaMo  pour 
lont'iii'ur  Inté- 
.1         le  dia- 


V  =  Vl  3  "K  D- 4- d' -f- Dd  )  =  0,261 8J  (  DM- d" -i- D^n 


(1) 


iilniplo  do  Simpson 


nA  , 


J>' 


n(ik!>  ACn  et  DCD',  et 
|iil  .s'appiilo  sur  DD'  et 

corp.égaio    "^'^'^-'^ 

actions,  ou  peut  opérer 
orps  dans  le  calcul  des 
i  d'iiio 


iection 
'  6 


(2U--*-  2Rr-f-2r=) 


ces  corp'^  sont  équlva- 
tronc  (1      'ino  (n»»  ggr 
et  U'  sont  nulles,.. 
deml-Bomme  des  bases, 

(jnelconqv I"! ,  et  punr 

gauche  (Hth.lc  précé- 

smo  placé  sur  un<'  ùm 


ne  '  )  varlaMo  pour 
)it  ,  Ion""  ur  inté- 
u    .      -',  (         le  dla- 

3UX  francs  de  ciiies ,  en 
-^Bd)  (1) 
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S»  Le  résultat  étant  évidemment  trnn  fnii.in   „„ 
D'.  et  l'on  Obtient  la  fonnulITaLTlLse  d'^S^;  J,  ''"""""'''  '«  "^"«l"''  ««^  "" 

mule  do  .S'imp,sr-«  au  cas  ,r,H,,.l„  "  l..  ,      V    ,i?^'  "'"  '"'  "l'l""l"nnt  la  for- 

30  SI  l'on  fonsldéro  l    on  êau  é  n  ,    ,*-"""'"?"*••  "^'■^  ''''«'-'«  ("°  «"«  '• 

/oiac«  réunis  par  les  «.'indeTl'l^on  :  (^  E  ;''-'  ""'•'  "■""'''  "^  ^'«'■'""'• 

calcuirc'rnr^n'^nS^"  "rf  ^'''r  ""  '■""  ^"'  "»  ^~'  P«»t  é tr 

renco  avec  le  diamètre  du  bouie    <•    L.^.  m       ^"'<'"<^"t«4  'lex  ^/;,  de  sa  dlflfé- 
suivante  :  ^°"**''  '*-  P™'^''^'^  «=°°'J"'t  ^^  1»  formule  emplrlquo 

»<■  A  eotte^rormulo  se  rattache  celle  de   Vasselon ,  usitée  à  Poetroi  do  iJs 

sw:!TrmiLrrv;;r^^  rïSr^-"-"  -  ^---  «^  -• 

ilépotcmcnt  :  ^  ""  ""'"'"•euses  mesures  effectu.'^s  par 

V=</2r.fiiTKSD4-3d!)»=:0,01227î(flD  +  8d)'  (,) 

clo  relllpse;  IV'llip^e   irbouV     4  con«   it    ^^™°' '^'^""''^''^^         *'<'''  ''«"*  «^« 

2"  La  longue  ,r  in    H^,'    ,         .      "   '""'"*  "^^  """""''•  ''"^''^re  axe. 
santde  la  "m  ""  ,  t  ^  ^Uall-râ^rV''  """T  ^'•''"'"-'"«nt  en  dédul- 
répalsseur  du  f„n,l  ^rlede  11  à  ml;;"'''''  "  "''  '""  '"'•••"««•-■'"•s  des  fonds; 

en  gén.hal,  ctte  épaissir  , eut  '       o^    mée  ^lÀrï"  ^^ r'""''''  '"  '^  ^''^'^^  ' 
3°  r,.s  mesures  llnéalnJ  ,in  i-    .,.„  /*'*  ''''  '*  •«ngueur  totale. 

tuer  .,ue  J.sqù  "Vm  ,  m  t  0,  •  diù  U  suU  'v  '"*'""'■"  "^  P^"^''"*  "•"««'«- 
Bur  les  trois  premiers  chines  d'uvoulo  Lu  ,  „°?  "°,r"'  ^"'"•°  *='""î'^'- 1«« 
mes  eue  par  des  nombres  de  trois  S  es'"du  rest"  on^n  'T  "?""'  *■■^•^'^■ 
njent  la  contenance  d'un  tonneau  ,„•,  un  U^ X  oZZ:^'^^:^ 

aiamétre  au  .nd.  Voici  les  il^l^n-:  -'l^f^ri::  .ll^r^S;^;:-  '' 

(1)  Formule  dos  troncs  de  cônes mres  491  fi 

(2)  PornniK.  au.Malsc  d'Onghtred  .  .  _  f.l'l 
(a)  Kormul.  des  troncs  paraboliques  .'  ."  ."  _  IZ'; 
(4)  tormule  franvaisu  do  l'an  VII  __  r'-iil 
(»)  Foi'mule  des  octrois  do  Paris.  .".*■'  1,1"!. 
«i)  Formule  de  Dez '  "  _     goa  3 

Le  dépotement  fait  avec  soin  donne."  !       -     eoo'» 

La  iait'jc  âîiïyonuJi;  des  tonnolleri  oit   imo  ^a™i„         j    . 
dnlt  dans  le   tonneau  par  ..""ndc     lusanTiW  .  ^f.f  °'^'   "^"^  ''°"  '°"-°- 
rond    :  au  point  de  sortie  d      U     ge  t'ut  une   ^t   '  r''''  '?  '"°  ^'' 
Cée  ..  la  contenance  du  ton.  Ju.  \Z  Ht  tXn^^ X^^^^tintri 


1  ' 


2()0 


m 


Fll-l'MKNTS   Di;  r.tîOMETKlK 


'-»'■> •■•  V.. i.«,.û,  .„,  *„';'  S;;  ;;;;;;:;',:  *:  ' "  ■••  ««" 

.:-„  °„t  ;:;:r;r;™,  ';;;";;,:;.„ï;;;:.t:"  "r  ".-r  ►"•»  ■■''■■■■'»«'' 

inoLulre  que  la  moitié  du  tonneau ,  est  évalué.,  par  la  fo.  ,„„le  cmlluïuo  ««1  vaute  : 

^.^"s;;.ï:;ri::  ■;;r,;:;,îs:M;:ïï;«t;:,r"°'"-  «•  -•  ■« 

ot  11  en  est  .10  ,n.^,ne,  .lann  IN.r.ir,.  invorso.  „.„„•  los  5   trancl .'        édour  s' 

rieur,  et  r,.n  ap„l,„uc  or.Unalrea.ont  la  fonul.le  franva  1.    ,  •  l'a    vi    o    GoV      ' 
^^On^app,U„u,...aU  cette  mû.uo   fo...uu.e  p.,„r   la  .L.su.e  .n^  /iL-  à   cJaV. 

Los  chatulléres  sphérl.p.es  elllps(,ïde.s,  i.aral.<.l.,ï,lo.s,  livpcrl,oloï,l,.s    „t.nv..nt 
évaluer  .l'aprô.s  le.  pro,.ri..,c,s  .l'é.,ulvaleuce  .le  ces  om^s  âv      1     cWi,  n-  lo. 

t:z::^:z:'"'  "^  '  "^^'  -  ••"-  "-  ^-"^-  si.n.:!«r^t  i^:;;:;; 

Les  cuvlers  à  base  circulaire  on  elllptUp.c  sont  ,1e  slmpi,.s  tn.ucs  .le  cônes 

COUnn!  "V  «'■"""'  '"""^'""-^  '""  "«'•^■'-'"^  contenir  J„s.iu-à  40     5o'et 

C)  Kll„lltr..s  on  mètres  cubes;  pour  leur  .lonner  plus  de  soll.l  té  on  ."ù.pWce 
les  fonds  pluts  par  d.'s  fonds  concaves  SI  l'(,ii  ■i.n.r.ll,.  ;  i-,  ii  '  '  ,  "-'"l"'"-'' 
leurs  ual^ances  r  ,a  distance  .1..  fon.ï  1  iëur^'^,  ;  ?  HL  i:;;,;-^ 
rieur  du  foudro  à  chaque  extréndté,  et  D  le  graud  .lla.uétl-e,  ou  a  : 

Los  tas  ae  pierre  ou  de  mhie,  tes  fossés,  los  lomljman.c,  brouettes    civières 
««.«.,  et  autres  corps  analogues,  .évaluont  exactement   v^ul^Z:! 

<;'(i/t(B-+-B'-H4S) 

Ues'bLs.'""  '"  '■■"■'  '"''■""*''^^'  '^  '•"  ^''"''^•"•'  ''  ^  "-  -="on  équldbtante 

Les  hais  en  grume  sont  assimilés  à  des  troncs  do  cônes,  et  peuvent  s'évaluer 


r'  d'uno  m^mo  Jauge  ;  ft 
('ll«n  comme  los  raclncu 
479). 

1  l>laoo  le  tonneau  verti- 
It  iino  trlnglo  (|ui'  l'on 
l'iiiglo  étant  ri'tlrôo,  on 
ociuix;!-  par  le  ll(|ul(l(;. 
enif!  ext/Tlenro  <lu  toii- 
extiTleur,  <|iic  l'on  ell- 
es. Knllll  iifi  ine.siii'o  le 
la  partit!  vldo  oii  pleine 

n  (lres.sant  les  fonds  au 
ne  tringle  qui  donne  le 
vldo  ou  |)leluo,  (|ul  est 
iule  emplrlimc  suivante  : 


s  supposons,  et  c'est  le 

ids. 

■ties  égales  le  diamètre 

l'on  eonvolt  Ues  plans 
lorlzontales  Inférieures 
finies  (lu  vol  tune  total  ; 

tranches  supérieures, 
et  do  ceux  ((ul  suivent 


aneau  qui  aurait  pour 
!tres  supérieur  et  Infé- 
do  l'an  VU  (no  coii,  4"). 
)  d'un  four  à   chaux 

lyperboloïdcs ,  iieuvent 

avec  deseylliulres  ou 

3  Simpson  et  Poucelct 

les  troncs  de  cônes, 
enir  Jusqu'à  40,  50  et 
solidité,  on  remplace 
1  distance  des  fonds  à 
s,  d  le  diamètre  Inté- 
tre,  on  a  : 


,  lironettem  ,  civières, 
p.ir  la   formule    tle 


!  section  équlUIstante 
et  peuvent  s'évaluer 
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"-".s  l'ecorce,et  ,a  .onr.^^'rùe'^VldZ;  ^^ ^ l^"""  '  «»"-'"-  P- 

V~  0,073  :,8C-7 

...n  n,;t:f  ui::;",:';,!'':;:  t::r':zrr''''  'r-'-  -  "^^-  '^'--'^ 

ia  Pièce  équarrie;  le  vou.n.e  de  cett^d^^^!^:^':;:!:;;^;;;:!;;  ;:;:;-;-^    "« 

snrla  section  mo'yen        ,';,    n.^e 'u     o  bi'l'''';'  "' "'"""''  '"'"  ''""  "■•'•""^™'t 

'.-me  réel ,  qui  est  celui  d'  ^  rône     e    on      ,^   ,^  '""'""'•^'  """  le  vo- 

P1.-C0S  .le  bols,  cette  dlff,h,.nce  rtnégilSl!  "'"  '""'  '''  '''  ^'""""'■^  ""^ 

■•- £s  ïrCr  •;:  ;l";:rr  ntir?'"""*"-  "••  -—  •>« 

''•"'"  imr  la  Inn.ueuret  pur  la      Z,'/iS^T     '•■'"«""■'"""'>»  '1-  tirant 
les   us/.ges  établis.    I.o   tirant  d'é'.rrr/,  1  Iw'"'''''"  ""'>'^'"'«' <l'»l>rès 

P>«t-.>ord,  moins  un  décimètre  -/ro-^  ;^^^^^^^ 
10  rraiU!  de  métrauc  de  .Sergent  )  '""''  '''^'^""^  intéressants  dans 


§  V.  -  COURBES  DIVERSES  ET  API'LICATIONS 


Anse  de  panier. 


r^:iîz:^i'::;zz::':,:'T.  '^t^--'^  "^'  >■-">"-  -es  de  ci 

l'on.-  construin  '  un     ,     "  J  ;:  :;:'ï'  '.''^    """^  ""  """-  '^^  «-^• 
-,  et  la  „èc,.e  ou  n.ontée  ^  1  IlS^e^ul;  t  ^c^:  —;--  ''- 

7,      >^'    ""  ''"'■''■  '■  ^''•'  "  «'Il  '>.  la  perpendl- 
cnlaireelevéeaunMlleude,',)de,en;dnele     .      e 

nuî::;;;::;::.;';^;  '-  ■'-"  ^^'^  '■""'-•  -^  .'<•'-  de 

_Le  trlHngle_rectangle  COK  fournit  la  relation 

Ck'tte  relation  permet  de  calculer  liK  lorM.u'on 
se  donne  AC.  ' 

a-  prom/d.  .Sur  2«  comme  diamètre,  décrivons  une 
oml- circonférence,  que  m.,us  .iivlserons  en  trois  Zi 
les  égales,  aux  points  N  et  x' ;  menons  DX  ,  et  par 
c  poiiU  1!    une  parallèle  à  DX,  laquelle  ,oup.:  XA     , 

i^'iiL'c  fr  ''''  '""•""^■'^'  ^'  ^^-  ^^--"" 

s..„?.','.  m'  ''"  ^*'^'.'^'^=^^'^^-  '•^»-  le  triangle  ACM  est 
semblable  au  triangle  équllatéral  AUX.  De  même 
1M-I.B,  ear  le  triangle  JJEX  esl  .semblable  an 
(ilangle  isocèle  DOX. 


rconfé- 
verture 


;a 
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£      t 


Mi^.S     " 


donncut  la  rulutloii 


l 


2)- 

'l—d' 


d'où  r= 


Uî  — 'î) 
2a      ■ 


nii  tnmvo  auHsl  H' 


Dans  cotto  construction  ,  les  arcs  AM ,  MM'  et  M'A'  ,  comiHpotKjont  à  des  angles 
au  centre  do  60  degrés.  ' 

3»  prorédé.  l,a  différence  A(i  des  demi-axes  est 
portée  de  11  en  Net  N';  la  |ier|ieii(lleiilalrc  élevée 
au  milieu  de  ANdéUTndne  Icm  centres  C  et  E. 

Pour  calculer  les  l'ayniiH,  reinaniuons  que  l'an- 
gle B  =  A ,  et  (|ue  C  ==  Il ,  cur  ces  angles  ont  les 
côtés  perpendiculaires.  Soient  AO  ou  (a~b)  =  d, 
et  A}i  =  l;  les  triangles  Niiirililahles  AHC  et  AOB 
AH_  A(;_2AÇ 
At>      AU      AN  ' 

™  <(<•+■(/) 

Pour  construire  une  uiihc  itc.  panier  à  cinq 
centres,  11  faut  diviser  lu  deud-clrcouférence  dé- 
crite sur  l'ouverture  2«  en  S  jiartles  égales, 
prendre  AC  à  volonté,  nii'ner  CI  parallèle  au 
rayon  OJ;  par  I  et  H  mener  des  lignes  respecti- 
vement parallèles  li  .)II  et  |)|f,  nt  par  M  la  pa- 
ralléle  MKF  à  110,  eu  (jiil  détermine  les  deux  au- 
tres centres. 

En  effet,  h  c/iuw!  dim  triangles  wmblables, 
on  a  :  Cl  =^  OA  ,  El  —  K.M  ;  im  =  PB. 

On  procède  d'un»  mardère  analogue  imiv  une 
anse  à  sept  centres;  nnils  iilorH  on  se  doune  deux 
rayons. 

Des  ponta. 

612.  La  voûte  des  ponts  est  une  surface  cyllndrlqii(.  prenant  le  nom  do  la 
celri?  ''■'  "'■'  '"''''°"  '^'■""^  =  deml-clrconféren..!,  deud- ellipse,  arc  de 

La  voûte  repose  sur  deux  murs  verticaux  nonnnés  vicdH-ttrotts.  Le  plan  hori- 
zontal qui  termine  les  pleds-^irolts  à  la  partie  supérieure  «.  non.n...  plan  des  nms- 
sauces,  la  surface  intérieure  de  la  voûto,  celle  qui  .^st  apparenU; ,  est  appelée 
douelle  ou  intrados.  1 1    ^ 

On  nomme  généralement  extrados  la  surface  dlsslmuK'H)  par  les  naura  -'3  face 
et  le  terre-plein  qui  surmonte  la  voûte. 

-[^extrados  ainsi  déflnl  a  moins  d'épaisseur  à  la  partie  Hiipérleure  (lu'aux  nais- 
sances; le  parallélisme  des  deux  surfaces  cylln.lrlMn..H  mavonnerles  do  la 

voûte  nest  accepté  que  pour  Aqs  ponceaux.  à  très-falldo  ouvert nre 

Les  arcs  de  tête  qui  terminent  la  voûto  sont  formés  par  des  l'.lerrcs  taillées 
nommées  voussolrs;  ces  i)lerres  sont  toujours  en  nombre,  impair. 

Le  voussolr  supérieur  se  nomme  clef. 

Ordinairement,  sur  les  faces  do  tète,  les  voussolrs  sont  IIuHIV'H  par  ime  courbe 
parallèle  à  celle  de  Vintrodns,  aussi  ne  font-lis  .■onnallre  id  l'épaisseur  d(.  la 
voûte  ni  la  forme  de  l'extrados. 
^^Uans   les  ligures  cl-contre,  K   représente   la  moitié   <[v  l'élévation,  et  C  la 

Les  \o<Hqa  h  plein-cintre  ont  pour  section  droite  une  <letid.<'lrconféronce  •  dans 
ce  cas  AB  ou  Vo^iverture  est  double  de  hiflhche  ou  nmMe  VO.  L<,rs,iue  la  m'ont ^è 

!:,tZ'  !',?■"  ""  ""f  "^  ''"  l'""^-^'-'"''"-  "i  voû...  est  Hurbal,,ie,  on  peut  alors 
uni.lojei  \elhpse;  mais  cette  courbe  est  pres.pu,  (on)ourH  renijdacé*  par  l'an,sc 
de  panier  :  cette  dernière  courbe  est  facile  à  construire  ;  lu  taille  des  voussolrs  est 


K 


,  coiTOHpotKjont  à  des  angles 

rciKM^  A(î  dcH  (leiul-axes  est 
i  lu  pcipciMllciilalro  élevOo 
iiiliK!  les  centri'H  C  et  E. 
yi'iiH,  reiimi'(|uonH  que  l'an- 
^=11,  car  ccH  angles  ont  les 
SnleiM,  AO  on  (a  —  b)  =  d, 
H  MdMililahlcs  AHC  et  AOB 
H_  A(;__2A0 
Ô      AH       AN ' 

"  'ih 

ue  (iiiMc  ik:  panier  à  cinq 
r  la  ilenii-cliTonfércnce  di- 

'iii  en  8  iiartlcs  égales  , 
i'!,  nieiicr  CI   parallèle   an 

mener  tWn  lignes  respectl- 
II  el.  Dit,  et  par  M  la  pa- 
i)iil  (léternilue  les  doux  au- 

d(^M   triangles  wmblables, 
-  KM  ;  FM  =  FB. 
lariWire  nnaloguo  jour  nne 
uls  ulorM  on  su  tlouno  deux 


inn  prenant  le  nom  de  la 
111:0,  demi -ellipse,  arc  de 

.iedit-droIlH.  I^e  iilan  horl- 
«  m  nomme  plan  des  nchis- 
wt  npiiarenk! ,  est  appolcie 

uUni  par  les  nmrs  ''3  face 

lo  Hnp(''rleur(j  (pi'aux  uals- 
s  deK  nniçonnerk's  do  la 
!)  ouverture. 

■H  par  i|(!s  pierres  talllOes 
r«  impair. 

m,  lluiliy'!!  par  ime  courbe 
dire  ni  reliai Hseur  de  la 

de  IVdévntlon ,  et  C  la 

d(^ni|.elrconf('rence  ;  dans 
'■l'a  FO.  Lors(ine  la  monti^c 
mrliainHic  ;  on  peut  alors 
iirs  rempIaciVi  par  Vanne 
lu  taille  des  voussolrs  est 
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a  6  cmtres  n'exlgo  ,,ne  trois  patrons',  tan  Us 
'    e  si  ron  emploie  IVlllpse,  les   norn  al  s  se 
coupent  deux  à  deux  en  des  points  différent 
cha,,„,..  voussoir  de  la  moitié  de  la  voûte  exl .J 
.n  trace  parti,.„lier.  Les  ponts  Mais  A  ,.,' r, 
cintre  ont  des  ellipses  pour  arcsde  tôte  ,ie  i' in      . 
00.;  c  est  une  conséquence  forcée  du  choix  d     a 
.^ction  .  rolte,  et  dans  ce  cas  encore,  cer  aln 
appareilleurs,  pour  sinipliflor  leur  travail  ,re 
nent  pour  arc  ,1e  tête  une  courbe  à  i^nZ-, 
centres;  mais  dans  les  bureaux  des  ingé  ieur 
es  mé  rés  se  font  d'après  les  .lesslns  fou rn    ' 
et  tout  .c  calcule  comme  pour  une  ellijlé!    ' 
Le  rapport  ^  de  la  montée  à  Vouverture 
.letennlne  le  genre  do  courbe  qn'll  convient 
'Icniploycr  :  quand  ce  rapport  est  j.lus  faibïe 
'luo  14,  on  fait  un  arc  de  cercle  unique;  dans 
c«  cas,  le  rapport  peut  descendre  jusqu'à  l/io' 
Pour  une  même  élévation  totale,  l'arc  de  cercle 
J  onne  un   débouché  beaucoup  plus  grand  que 
le  plein- cintre  ou  l'anse  de  panier;  il  a  aus  i 
1.  -s  de  haniiesse,  nnds  les  voûtas  exercent  de 
Idus  fortes  poussées  latérales  contre  les  sun- 
ports  extrêmes  ou  culées.  ^ 

La  section  droite  des  tunnels  est  gcnénle 
ment  elliptique  ;  on  lui  substitue  parfois  Vovalr 
jom-oe  formée  ,ie  deux  anse.s  ,1e  panier,  ou' 
anse  à  ciu,i  centres  ,jul  s'éloigne  le  moins  ,1e 
la  fonne  elliptique,  c^  qui  a  pour  gran,l  rayon 
--^our  petit  rayon  ^^,  et  pour  rayon  inoyeu 
\/  ab. 

Deux  voûtes  eylindri^ies  ou  berceaux  dont 
les  axes  s,mt  dans  le  m(iu„.  plan  et  oui  ont 

m6me,«o««c,see,,upent,.u.'n,tt,neémp" 
ce, .as  se  présente  ,lans  l<^s  voûte,  a'aréte,lLm 
celles  en  arc  de  cloître. 

secn;,nnS-wE'm:U«.  ""  '""''""'  ""'^''^"'^  '"-1"-  -Ûtes  ont  pour 

613.  La  chahicttc  est  la  courbe  n'nn,.  r,.>„  r 
fll  flexible,  inextensible  et  hm  ogène    su       'Sm  T 
a  pesanteur,  lorsque  ses  extrémiWa  s^r^Xé  "     deux 
V^n^  A  et  B  q„i  n'apparticnn,.nt  pas  à  n^^  n^.L  t" 

La  chaîne  te  peut  être  employée  avec  avantage  non,, 
former  un  cintre  d'une  très-grande  ouvert, n^  ou  od  à 
nue  charec  con-idéribir.  •,  .  ■  .  •  ."""-•  "^  lin  a 
sorvi  .,.-  r     '"'"^'-'''""^  "i  »o„tenir.  liondelet  s'en  est 

la  v.«.e  ,„«„  „,„  ,„  „„„  co,,,»,"'";,"*'.'?,;;'. 


26.^ 


ÉLÉMENTS   DE   GÉOMÉTRIE. 


fico:lo  dôme  exti^rlcur  est  un  pllIpsoWP  allongé,  la  ronpolp  intérlonrc  est  nno 
7:ontc  .vMriqnr  o,n-erti.  k  la  partlo  siipérlcuro,  ot  la  voûte  ii.tornu.,liaire  a  i.onr 
section  nien.henno  une  chaînette  renversée  ;  la  largeur  ou  dianiètro  a  21">  50  et 
la  hauteur  l."."-  27;  les  niaprnlHques  i)eiMtures  de  Oron  déeorent  cette  voftte      ' 

Sous  l'action  de  la  i.esanteur,  les  hamnes  prennent  inie  i)osition  dWinilibre 
qui  se  rapporte  à  la  chaînette,  lorsque  le  poids  est  également  réparti  sur  les 
cordons  de  suspension. 

Entre  deux  pofaux  consécutifs,  les  fils  télégraphiques  offrent  ini  exemple 
de  chaînette.  '       ' 

Les  voiles  tendues  par  le  vent  présentent  une  sui'face  courbe;  les  antetirs  ne 
solnt  point  il'accord  sur  la  forme  des  sections  iiroduites  dans  cette  surface  par 
des  plans  parallèles  h  la  direction  du  vent;  l'aspect  de  la  courbe  rappelle  néan- 
moins celui  de  la  chaînetio. 

014.  L'h.vperb<de  est  rarement  emiiloyée  dans  les  constructions  ;  cependaut  les 
toitures  coniques  coupées  par  un  niiir  vertical  donnent  une  hyperbole. 

Applications  de  la  parabole. 

61.';.  Mmtvement  des  ivojectiles.  ly.ms  le  vide,  u.i  projectile  lancé  sous  une 
lacimaison  (luelconque  décrirait  une  parabole;  l'amplitude  AB  dépend  de  l'angle 


.llnclina.son  ..'t  ik'  la  force  de  projection.   Dans  l'air,  la  résistance  du  milieu 
traverse  modilie  la  forme   de  la  cmrbe;  pour  une  même  force   de  proiectiou 
1  amplitude  est  moindre,  la  trajectoire  s'incline  de  plus  eu  plus,  et  a  une  ver- 
ticale jiour  asymi)tote. 

GKl.  Ponts  sn.'.pendHs.  -  T.es  câbles  des  jionts  suspenflus  affectent  la  forme 
dune  parabole,  ou,  plus  exactement,  les  câbles  constituent  une  ligne  brisée  dont 
les  sommets  sont  sur  une  parabole.  Lorsque  le  pout  n'a  , prune  traeêe,  les  sup- 

ports  des  câbles  se  lerininent  ordinaireineiit 
au  même  niveau.  Le  sommet  de  la  courbe  est 
alors  au  milieu  de  la  longueur  2(;  jiour  avoir 
la  longueur  des  cordons  de  suspension,  il  faut 
calculer  lec  ordomHrs  (;D,  ]•;!'',  etc. 

Or  les  droites  iJC,  ¥K,  h,  qui  projettent  les 
polnt^  de  la  parabole  sur  la  tangente  au  som- 
met, sont  dans  le  même  rapport  (pK!  les  car- 
rés  des   distances    de    ces    lignes   au    sommet 
PC       AC- 
/'    ~AU^ 


(  11»  .5.^1) 


Mais 


AC 
Ail 


1 


AT; 
AH-' 


1 
25' 


<l"ne  ■=^:      .  d'oii  l)('-—  ' 

/'  2f>  2. "5 


?oiii)olo  liitôrlcnrc  est  une 
■oi'itc  intcrnu'di.-iire  a  iioiir 
ou  (liainotro  a  21'"  ,50,  e( 
ih''con'nt  colto  voilto. 
'  une  position  il\''i|iiilil)i-c 
(.''galoincnr  rOi)ai'ti  mv  les 

Iqnes  offroiif   un   cxcmplp 

ICO  conrbt';  les  autours  ne 
es  dans  cette  surface  par 
.'  la  courbe  raiipelle  néaii- 


istructions  ;  cependant  les 
i  uuc  byi)erbole. 

le. 

irojootilc   lancé   sous  une 
ude  AB  iléiiend  de  l'angle 


la  léslstancc  du  milieu 
■nie  force  do  i)ro]ection, 
s  en  plus,  et  il  une  ver- 


.'nflus  affectent  la  foi'nie 
•at  une  ligne  lirisée  dont 
i  iiu'une  travée ,  les  siip- 
cnninent  ordinairement 
summct  de  la  courbe  est 
longueur  'Zl;  jiour  avoir 
ns  de  suspension,  il  faut 
i  (;D,Kl<',etc. 
VK,  h,  (|ui  projettent  les 
sur  la  tangente  au  soni- 
ine  rai)iiart  <iue  les  car- 
ces   lignes   au   sonnnet 


h 
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De  mûme,  puisque  AE-^Xîî,  A.C=4     p.   ^  -  *  .  ^'  f,  i...      1/* 


Puis  on  trouve  IJ; 


NM=1^ 


97t 

jnsîu^:'S;erdu''tnr^™  u;':^"'"^^  r'"""^^  ^""^^-^^^  ^^'  p--'  «■-• 

..ne^l:x"^nL;'iii:;^,;^:;:i;;■-  ^;^^^^^^     intennédialrcs  sont  plus  .levé. 

Lorsque  l'axe  de  la  parabole  est  sur  l'axe 

<li''^  II,  1  équation  «.crlt  :  x'^2p,i.  On  "a 

;Z,^  =  ^^*'   '    =^'^'''     1^"   livlsant  ,a 
l>i  «mièi  e  e(,uat.on  par  la  seconde,  et  extrayant 

la  racine  carrée,  on  trouve  :  -,  =  ^.  ,r.,ii 

leurs  i-+-r  =  rf;  ,ionc;  =  -y- 
_  1  \  h 

<l^  h' 


<Wh' 


■  ^  h' 


-,  et 


■  l  V  ri 


V  //  -h  V  A'  ' 
V /''  ,    nous    aurons 


nltipllons  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  vT  - 
:   l  =  d 


y'''  'y h -v'h''' 


h  —  h      •  "•- 


/ ,  [V  h-h^  h'\[\/  h—\  k'  i 

même  i  =d.  y'''''   ~''- 

le  dixième  de  l'ouverture  TZT'  '^^  °"  ^  ""  "^"'^  P»«  '"^l'"««er 

iMtts  tous  les  cas  pratiques,  la' longueur  totale  du  cAb.e  est  donnée  avec  une 
a..proxi.«.tlon  ..fflsante  par  la  formule  :  Longueur  =  .  ^  ?^  ,,.,„,,  ,,, 
chemins  vicinaux  1851).) 

•lu-elles  fonnent   "r'oîJtln^  .'  :;::rsSr"™H '"''^r'^  ""/""""^'  '"^  '"-^'^ 
«les  chemins  de  fer    est  de  ,1,   ri  ■    nn     '     ',  "     «■mployee  dans  le  tracé 

anx  points  où  la  .^t^ :::::i^::,s:,^:'^  ""^""'  ^'^  ^^"^  ^'^"''-- 

Pour  h'   raccordement  à  tangentCH  inènnle<*    on 
1-om  employer  une  parabole  tangente  aux^h^im./^ 
'accorder,  aux  points  donnés  A  et  li.  Les  ouvr-e 
«Péclaux  indiquent  les  deux  tracés  suivants 

1"  procrd,;    M,.n,,„,  AU  et  Joignons  H  au  milieu 
iw     (•'';;,'?'    "1"7>  "^'  «'  appartient  à  la 
i<^  M5  à  teliu   de  SA  est  tangente.  Joignons  K  au 
.Milieu  de  I.B,  le  point  H,  milieu  de  kg!  ap  a.ti. 
aussi  à  la  parabole  ,  etc.  appaitu  nt 

2.  proc^,ï^.  DIvi.sons  AS  et  SB  e ,  n,én>e  m.n.- 

"-e  de  parues  égales,  4   par  exen.ple.   Les  „roi„.s 
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obtenues  en  joignant  les  points  du  môme  cote  sont  des  tangentes  (n"  559),  et 


les  intersections  de  ces  tangentes  donnent  des  points  d'autant  i>lus  rapprochés 
que  les  divisions  sont  plus  noinbreuses. 

Remarque.  —  Ce  dernier  procédé  ne  donne  (lue  de  niédloeros  résultats  sur  le 
terrain  :  i)our  avoir  une  certaine  approximation ,  11  faudrait  multiplier  les  dlvl- 
slons,  et  alors  les  droites  se  couiieralent  sous  des  angles  trop  aigus.  D'ailleurs 
le  point  de  conrours  de  deux  droites  jalonnées  ne  s'obtient  qu'avec  jwu  de  précl- 
sion.  Aujourd'hui,  on  emploie  rarement  les  raccordements  paraboliques  dans 
les  travaux  Importants  :  la  courbure  varie  d'un  point  à  l'autre,  le  développe- 
ment de  la  partie  curviligne  est  assez  long  à  calculer,  etc.;  aussi  les  chemins  do 
fer  n  admettent  que  les  raccordements  circulaires. 

liaccordement  à  tangentes  inégales,  aw  mouen  île  deux  arcs  de  cercle.  Élc 


A  B 

vouH  des  perpendiculaires  aux  points  A  et  C;  prenons  h  volonté  le  rayon  CE; 
imrtons  cette  longueur  do  A  jusqu'en  F,  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de 
fcP  fait  connaître  le  centre  G  du  grand  arc. 

618.  Tracé  des  courbes  sur  le  terrain.  Pour  les  travaux  Importants,  et  no- 
tamment pour  le  tracé  des  chemins  de  fer,  on  construit  les  arcs  de  cercle  au 
moyen  des  ordonnées  s^lr  la  corde,  et  i)lus  souvent  en- 
core au  moyen  des  ordonnées  sur  la  tangente.  On  prend 
des  grandeurs  égales  AC ,  CD,  etc.,  et  on  élève  des  per- 
l)eiidicuialres,  sur  lésiiuelles  on  porte  des  longueurs 
convenablement  calculées.  Des  tables  numériques  ont 
été  piibliéns.  et  permettent  d'ojiérer  r:niidoment.  Vmn 
la  parabole ,  les  ordonnées  .sur  la  tangente  au  sommet 
sont  aussi  calculées,  mais  11  faut  préalablement  déterminer  le  sommet  et  le  pa. 
ramètre  de  la  courte. 


P$v.     '>Vi 


Bs  tangentes  (ii"  559),  et 


d'autant  plus  rapprochés 

nédUirros  ràsultata  sur  lo 
idralt  multliillcr  les  dlvl- 
Ifs  trop  aigus.  D'ailleurs 
eut  qu'avec  peu  de  précl- 
inents  paraboliques  dans 
à  l'autre,  le  développe- 
etc;  ai;ssi  les  chemins  de 

leux  arcs  û<:  cercle,  Élc- 


h  volonté  le  rayon  CE  ; 
aire  élevée  au  milieu  de 

'aux  Importants,  et  no- 
;it  les  arcs  do  cercle  au 
rde ,  et  jjIus  souvent  en- 
ir  la  tangente.  On  prend 
3tc.,  et  on  élève  des  per- 
in  porto  des  longueurs 
tables  nnmérUjucs  ont 
jjiércr  v.-ipldommt.  l'orrr 
la  tangente  au  sommet 
lier  le  sonnnet  et  le  pa- 
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«19.  Au  point  de  vue  théorique,  les  i,ro 
l-rié  é,s  „c  ,a  parabole   (no  559)    p-rmet  ë,"t 

n,on  \  ^  ,'""  ""  '"-""^  ""'••*"'•'■'•  'li'-eete- 
ment.  Sur  une  ligne  in.ionnie  Ax.k  partir  de 
A  portons  six  longueurs  égales;  Joignons  B  au 

"A  "     ^*   «"'■    '•'    l"-<.longement   i.r,.nons 

atn^  segments  égaux  k  BH;  les  droites  q  , 

ignent  les  points  de  même  cote  .ilvlsent  ili 
n.  cinq  parties  égales.  Car  les  points  milie„!c 
^.  -L»,  etc.,  .sont  sur  une  parabole  tancent,. 
aux  diverses  droites  (n»  es»)  ^^'^«mi,, 

Spirale  d'ArchJmède  et  développante. 

af  :  rrs^^oïT^gïï-^^^^^^ 

£vari!r-i;:rr.;ïïjTriJ 
p.r^r";^?-s-Vir^Se^"ï;- 

doux  spires  consécutives,  la  distance  mesurée  sur 

•    ...an  -n.pr.siu::*.i^fXru,J'S:irnombr'"^'^  T'  °"  '"^'^  ''-P-*' 
Tle;  du  pôle  connue  een  re    a-ec   c  1  '       ,  "  ""^"'  '^^""•'^'  «  I""'  «'•'^•^"1- 

cond  côté  du  lor  angle;  pui's  !.     0  L  r'vm    ""/"  °"  '""■''  "^'  ■■"'=  J"'^""'""  ««' 
coté  du  2e  angle,  etc.;  les  points  ain'l   iot    ,,,7,!*^'  ""  """''  "'■'  ^"''1"'""  ««^«^ond 

fait  osciller  le  balal'ier  ,u' 1,  "'''' '  "  '''-"'^•''"•'^  '"" 

avec  cette  courbe  une  ;.c:s;.;;.r::  J  rë;!:^'^.?^""^" 

621.  La  dévdoppantc  de  ce.rrU  ,.«t  p  courh.^  -,--  .  .  • 
reste  (i.ve  sur  niu!  tangente  BA  dontin  n  .1.,?  ,      '^^"S^'^'ircc  par  un  point  B  qui 
-10  n,anlère  „ue  la  distr.,   ,  V  k    U  tivë       "%^7*,«'-'t -^^^^n^e  continuellen.ent, 
<W.le  à  r.^spaVeVarcoim    nr    ,    '!," ,  ^'  ""  "°"'^  ''«  <^«"t»ct  soit  constamment 
C"B"  =  C"C   et  ■  '  ^     °'  '^'  ™'"''"'t  ^"'-  'îi  '^''"'•te,  ainsi  C'B'=:C'C  • 
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La  dévolnppantn  lient  Ctro  consl.lén^o  conimo  cnorciKiréc  par  I'pxtr(^mlt(*  d'un 
fll  Inextcii.siblo,  fiirouk'  sur  la  clivi.iifoieiico,  loisi|u'on  (]iHol(ii)pi.  ce  fil  «>ii  le 
tPn:"it  constaminciit  toiidii  ;  doux  points  di.unO.s  du  fll 
tléciivent   dcw   coiu-Iji'h  i)ara!li'l('s. 

Queliiuos  vcntUatfnrs  ont  des  aile.-  courbes  h  déveloii- 
l)antn  de  cercle;  il  en  est  do  niCMue    les  tinnpans  i)onr 
,    élever  l'eau;  les  dévelopiiantoi  sont  i..irall61os ,  et  par 
■    suite ,  l'eau  prise  à  la  circonférence  est  déversée  k  i'axo 
,       ,  '    'M"'6s  avoir  suivi  un  canal  à  section  constante.  Sauf  ce 

dernier  exemple,  on  peut  dire  ,|ue  les  courbes  employées  dans  les  turbines, 
dans  la  ro„e  l'oncelet,  dans  la /, '/H/)e  centriftuje,  etc.,  ne  .se  rapportent  rigou- 
reusement i^i  aucune  des  courbes  Ouidii'es  précédemment. 

Hélices  et  hélico'ides  *. 

62i.  h'IiéUce  se  rencontre  fréquemment  dans  les  arts. 

On  .apiviu-  Mlicoïde  la  surface  engendrée  par  une  droite  (lui  glis.so  le  long 
U  une  hélice  en  gardaut  une  inclinai.son  constante ,  et  restant  tangente  à  un 
cylindre  qui  a  mémo  axe  que  l'hélioe;  parfois  le  cylindre  se  réduit  ù  ra\e. 


1;' 


^^^^^ilicmc  développaUc  a  pour  génératrices   les  tangentes  à  l'hélice  direc 

îif'i'"'  '•;.«  •!!^'''="'''li''^  """  <l«:'v.'lni,pal,les,  nous  considérerons  les  deux  suivantes  • 
J^X.heUœue  aauche  G  engendré  par  une  d,.,l(e  „ui  rencontre  l'axe    o  I  ,n" 

20  h  hchande  H  engendré  ,.ar  une  droite  ,,ui  rencontre  l'axe  à  angle  droit-  col 

Mire    dans  le  limon  <les  escaliers  circulaires,  dans  hi  vis  dArchimiile 

Les  propulseurs  héUcoïdcs  sont  trés-emDl.-é^  d-nn'-  „>.<.i„nh-    '  .  . 

t_iii|)i...t..  II, pn,^  fiiieuiuea  aiintfs,  et  beau- 


con^oÎÙ?rréu'.n'7',""''  '"'"  '"'"■f'^"'^''   •""'«•«"'"^  /ii(.-.H</c,  d'allleur,. 
eomoimo  h  1  et vniologie,  prévaut  ilo  plus  en  plu.s. 


plus 


(iror  par  roxtr(^mlt(^  d'im 
on  (lihcldppc  co  m  cil  1(^ 
Umx  points  (Ilhiiùs  du  fll 

ll'S. 

^'s  aile-  courbes  h  dôvolop- 
uiûnu!  U'S  ti/mpans  pour 
"1  sont  l'arallèles,  ot  par 
rence  est  déversée  à  l'axe 
section  constante.  Sanf  ce 
oyées  dans  les  turbines, 
,  no  se  rapportent  rlgou- 


d  roi  te  (jut  glisse  le  long 
t  restant  tangente  à  un 
re  se  réduit  à  l'axe. 


gcntes  à  l'hélice  dircc- 

■nns  les  deux  suivantes  : 
rencontre  l'axe  sous  un 
triaiiijalaire. 
l'axe  à  angle  droit  ;  cel 
le  volt  dans  la  vis  hfllet 
s  d'Archimèile. 
lekiubs  aiitiéts,  ci  bcau- 

étii-oùle .  d'ailleurs  plu> 
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'...pareil  u,];^é"„  ,  .  S\rUv""  '  !""  '"'"•'  ^^'•'^'"^^-''-  I^«  premier 
m'iseur  est  con,p.,.sé  de  io     s  ,      t.  .ri;:'     '■  f'"'"""''"^  '  ""J«-<l'hni  le  pro- 

«ont  au  noud,re  de  deux  ou    le      ,  û re      t  ,  .  '".     T  ""''■^  '""'"^'■^  "•""•"«^"'^  «"««^■■•' 
g.a.ur  de  l'appareil  dans  lo  sens  de  i'àie.    ""''" "'■"'■^■■^'  ■•""'  '^^  «'"""".er  la  i„u- 

C23.   Pont  biais.   Lorsaue  l'nvo  \tv   i     i 
'!«  tc.te,  le  pont  est  bij,-  1(.  .^  sténo  ..'i'i    ''.T"    ■'  """"'  "'"i'i'"''"''"t  les  plans 
travaux  est  VappareU  MianaT        '     l"''-'1""">i^' l'our  la  construction  de  ces 

-t  ABCB  le  développen.ent-de  la  done.le  (n»  e..),  ,.  ,,_  ,,  ,,,,  ^„„^ 


perpendiculaires  i'i  la  corde  AC;  on  a  donc  ,i,..  .,  ■,• 
;'e  >/..  sont  des  l.élicoïdesayan;:.ësLS^Î-  ST.'  "T"'"''  '"^  -■^''"- 
l.-'«  voussoirs  des  arcs  de   tête  sont  en  pierre  dJ^ilie     >  '""'"  ""'"'  ^"■^■<^f'''-ces; 
;•"  l'n.iues;  c'est  même  l'emploi  babitnel  de  ces  der  iér'  ,     ."'""'  ''''  '''  '"'^^'^  «'«t 
Imaginer  Vappaml  hélicoïdal.         '     '"''"""-^  '!"'  'i  conduit 


les  constructeurs  ù 


Réflexion  de  la  lumière,   etc. 


ti-'4.  Dans  la  réflexiiwi  dt-  la  lumière    .ir.  i..     i    > 
i>i..o™.f,.i„„  .,-  ,.       .     -  '  "unueie,  ae  la  elia  eur.  Hn  on„     i^ 

■•'■-'<  t.  ice  de  langa-  iv^Uu  par  le   ray„u  imidenf  ,./      "  '  ^*  ""raiiUe  est 

'Ha,  „n  point  lumineux  placé  au  foyer  P  '.'.lin  '  ''f"°  '■''*'''''^"''  ^'après 
;«P''es  la  réflexion,  viennent  converg.T  h  l'.  ,  f  '  t-'  '^""-''^  ''«'^  '•'-^■""■■*  'ini, 
MF  font  des  angles  égaux  avec  la  nouille  !    l^/^T'"  *  '  ^•'"-  '^  ••"■Vo...s  MF  et 

'-tue  le  point   lumineux  est  place  au  toy.  d'aune  l.yperl,..  .  ,.   .,,,„., 


■ 
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réfléchis  sont  divergents,  les  prolongements  dos  rnj'ons  vont  concourir  en  P',  ot 
ce  point  est  iiu  foi/er  virhiel. 

Dans  la  parabole ,  si  le  point  lumineux  est  nu  foyer,  les  rayons  réfléchis  sont 


l)aralltles  lï  l'axe  ;  et  réciproquement ,  si  les  rayons  incidents  sont  parallèles  à 
l'axe ,  les  rayons  réfléchis  concourent  au  foyer. 

C'est  la  convergence  des  rayons  réfléchis  qui  a  fait  donner  le  nom  de  foyers 
aux  points  F  et  F'  des  sections  conliiucs. 

Au  Heu  (les  courbes  planes  dont  nous  venons  de  parler,  on  emploie  l'ellipsoïde 

allongé  (  11°  670),  l'hypcrboloïde  l'i  deux  najipes  (n"  577),  et  le  paraboloïde 

(n»  578).   Pour  ces  trots  corps,   lu  propriété  des  foyers  subsiste ,  puls(iue  ces 

points ,  situés  sur  l'axe  de  rotation  ,  se  trouvent  les  foyers 

du  toutes   les  sections  méridiennes,  et  que  ces   sections 

sont,  ou  une  ellipse,  ou  une  hy])erboie,  ou  une  parabole. 

Le   miroir  elliptique  consiste  essentiellement  dans  la 

surface    concave    d'un    segment    d'ellipsoïde    creux.    Ce 

segment  est  déterminé  par  un  pian  perpendiculaire  au 

grand  axe. 

IjCs  anciens  réverbères  de  nos  villes  utilisaient  des  ré- 
flecteurs hyperboliques;  chaque  nappe  de  l'hypcrboloïde  de  révolution  autour  de 
l'axe  transverse  était  coupée  par  un  pian  mené  par  le  foyer,  perpendiculaire- 
ment ["i  l'axe;  on  i)iuçait  la  lampe  au  foyer  commun  des  2  troncs  d'hyperboloïde, 
et  les  rayons  lumineux  étalent  divergents  après  la  réflexion. 

Le  paraboloïde  a  d'assez  nombreuses  applications  ; 
les  cornets  acoustiques  ont  parfois  la  forme  du  seg- 
ment à  deux  hases,  mais  lo  réflecteur  iiarabolique 
et  le  miroir  parabolique  ont  la  forme  du  segment  à 
une  base. 

Le  corps  lumineux  placé  au  foyer  donne  par  ré- 
~       flexion  un  faisceau  de  rayons  parallèles  :  les  réflec- 
teurs paralioliques  .sont  em])ioyés  sur  les  ioconu)tives  ; 
Ils  l'étaient  jadis  dans  les  phares,  mais  depuis  les  tra- 
vaux de  Fresnel  Us  sont  remplacés  par  des  lentilles 
X  ù.  échelons. 

TjO  miroir  parabolique ,  formé  comme  le  réflecteur, 
a  pour  but  de  concentrer  au  foyer  les  rayons  parallèles  à  l'axe  ;  il  est  employé 
dans  le  télescope  do  Foucault, 


FIN 


vont  concourir  en  P',  ot 
les  rayons  réfléchis  sont 


cldonts  sont  parallèles  b, 

lonner  le  nom  tic  foyers 

r,  on  emploie  l'ellipsoïde 
fi77),  et  le  paraboloïde 
l'TH  subsiste ,  pul»(iiie  ces 
m  ,  se  trouvent  Ict»  foyers 
les,  et  <iue  ces  sections 
lerbole ,  ou  une  parabole. 
essentk'Uenient  dans  la 
d'ellipsoïde  ci'cux.  Ce 
plan  perpendiculaire  au 

villes  utilisaient  des  re- 
in r6v(dutlon  autour  de 
c  foyer,  pei'pendlculalre- 
2  troncs  d'iiyperboloïde , 
;lon. 

lombrenscs  applications  : 
larfois  )a  forme  du  seg- 
0  réflecteur  jtarabolittue 
t  la  forme  du  segment  à 

au  foyer  donne  par  re- 
lis parallèles  ;  les  rofluc- 
loyés  sur  les  locomotives; 
ares,  mais  depuis  les  tra- 
mplacés  par  des  lentilles 

rmé  comme  le  réflecteur, 
s  k  l'axe  ;  ii  est  employé 


PRINCIPALES  FORMULES 

OK     LA     G1.;0MËT1UE     PLANE 

Somme  des  angles  d'un  triangle.     .  .^„ 

Somme  des  angles  d'un  polygone.    ..""'"    '^'^'^'^^-^  droits  ou  180« 

Angle  intérieur  d'un  polygone  régu'llen   ."    ."     '.'''■■      'dr.'î'Z'J 


Angle  au  centre  d' 


un  polygone  régulier  ....  4  dr. 


BlRsectrlco  d'un  angle  d'un  triangle. 


1.0  nombre  ir 7t  =  -^'''£onf. 

Carré  d'une  somu.e  ou  d'une  différence       """"'"''" 

Produit  d'une  somme  par  une  différence 

Triangle  rectansle,  hauteur 

Triangle  rectangle,  côtés.  


n 
n~~c 


rayon 


=3,141  692 

(a±:b)=ra''dz2ah-i-b' 

(a-1-6)  (a  — ?))=:«■' —  6^ 

d=^mn 


Triangle  (iiieicdiMino,  côtés.  .     .  a'  =  i,--^.c' 

Médiane  d'un  triangle.     ,     .  "°  =  *°-+-c-±:26ri 

Bissectrice  d'un  triangle.  .     .     ' «'-*-6'^=2d=-(-2,«^ 

Hauteur  d'un  triangle,  cercle  circonscrit. <^b  =  a'H-mn 

Cordes  qui  se  croisent.     ...  ab  =  2rJi 

Sécantes  qui  partent  d'un  même  point  .""*'''■■■■      """'"'" 

Perpendiculaires  à  un  diamètre.     .     .  se— se 

La  tangente  et  la  sécante     .  d''=7nn 

Moyenne  et  extrême  raLson .  ''"^^^ 


Moyenne  et  extrême  ra 


«^ m 


aison 


.  grand  segment.  .     .  m  =  "  I ,/~     .\ 


Côté  du  carré  inscrit ....  ,  -  "  -  ^^=a  ^ 0.618) 

Cûté  du  triangle  équllatéral  inscrit '     '      '^'"^  '  ='-^''^'^^ 

Côté  du  décagone  régulier  inscrit  ''~r\/ '.^=r  (1.732) 

c=    , 

Hauteur  du  triangle  équilatéral,  côté  a.  .     . 

Surface  du  carré,  côté  o. 

«       lu  rectangle,  du  parallélogramme!    .'     '     '    ' ^^""^ 

«      du  triangle S=hh 

••••     8=1/2  ôft 


<^~=:^i\/  6=l)~r(0,G18) 


^—n^  s~a(n,sr>r,) 


illj 
Iljl 
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Surface  ilu  trapèze S  =  /t 

«       d'un  polygone  régulier  ou  circonscrit 

K       (In  cercle S=  1/oclr.  X  ruyon.,.  =  t/'^ 

Surface  d'un  secteur *  aarcXrny  u 

T>.  . .  . ,  S       n-" 

Flgnrea  semblables ^,  =    ,- 

S       u 

Aire  d'un  triangle  en  fonction  des  3  côtés.     .    S=  y/^iCp  —  a)  (ji- /»)  (p  —  c) 
Projection  m   d'une  ilgin'  ii> jH'^=?rt.cosln. A 

PRINCIPALES  FOR^IULES 

DE    LA    GÉOMKTUIE    DANS    l'ESPACK 


Les  faces  d'un  triMre 

«  c(  

Angle  solide  convexe  somme  des  faces 


Trièdres  supplémentaires. 


A- 
]'. 


a'^b  —  c 

.  <4  droits 
■-  a'  =  2  droits 
f-b'  — 2  droits 

l-c'  =  2  droits 
)  >2  droits 
(  <6  droits 
m'  =  M  COS.  A 


Trièdre  queIcon(ino  :  somme  des  angles 

Projection  M'  d'une  figure  piano  M  .:ur  \in  plan 

Prisme  :  surface  latérale.    ...  S=aj) 

Paralléllpipède ,  volume. y  =  ahi; 

Cube,  volume V=^a' 

Prisme,  volume V  =  lih 

«  «         =aretc  latérale X section  droite 

7)1  ~i~  tl  ~f~  /' 

Tronc  de  prisme  triangulaire V^^B. 

Cylindre  circulaire  droit  :  surface  latérale -JTCrli 

«  a  «       surface  totale 2Ttc(/(+r) 

«  a  <(      volume Ttr'-ft 


Tronc  de  cylindre  cireuiaire  droit  :  surface  latérale 
«                         «              «        voiunic  .     .     , 
Pyramide  régulière  :  surface  latéral(^ 


=  circ.X  a.xc 
■  base  X  axe 


«  quelcomiue  :  volume .     .    =l/;|li/i 

Tronc  de  pyi-aïuide  à  ba.scs  parailèies  :  surface 

«            «                «              <             volume.     .     .       1  ;j /i  [  B -(- B' 4- \/TÎK 
Cône  circulaire  droit  :  surface  latérale. =t.i 


'2 


« 


i( 


surface  totale  , 


volume 


-nrd-hr) 
=  ',';}  Tir '/t 


.     .       B  =  h — -—=hb 

Â 

S=';'2a/) 

=  '/oelr,  X  rayon...  =  iïr'' 

.     .     .       •  '2arcX  niy  ii 

S  _  a' 

i~  à' 

l)(p  —a)(i)—b)(p  —  c) 

.      .      .       7«'  =  ?rt.Cllslll.  A 

ES 

ESPACK 

u<Cb-i-c 

a'^b  —  c 

<i4  (Iroltfi 

iA  -t-  a'  =  2  droits 
15  4- s' =  2  droits 
C-+-c'  =  2  droits 
)     >2  droits 
■     ■     ■  I     <6  droits 

.     .     .     .     m'  —  m  COS.  A 

, H  =  ap 

V  =  n'": 

V  =  a' 

V  =  B7i 

c  latérale Xsoction  droite 

3 
-.'Ttr/i 

....    27:r(/(-t-r) 

nr-h 

.  .  .  =  cire.  X  a.\i' 
.  .  .  =ouseXa.\e 
S=l;2i>i 

....     S  =  l'-^^ 
2 

l,;3/((B-^B'-l-\/Bi? 

=r.tl 

....  =7rr(?-)-»-) 

=  Va'ï''''» 


FORMULKS 

Cflno  quelconque  :  volume 

Tronc  de  r  A„o  à  bason  paraP-les  :  volume.  ." 
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Tronc  do  cone  circulaire  à  bases  para.,..:  ..„„:.  .  T  '  1 1;:^^; '' "  ^ '" 


•■-tcM-Hr) 
"     surface  laf.rale.  .  =7tKR  +  r)  ou  2^.7 

2^r"/t 


Llinio  polygonal.,  régulière.  /,  étant  la  projection  surVaxe',,  «  ,Wm  ■ 
surface  engendrée.    .  '  "P»*'"'"'' 


Recteur  polygonal  régulier  :  volume  engendré. 

Zone  :  surface 

.''phôre  :  surface 

"         Volume 

Secteur  sphérl(|ue  :  volume 

Segment  sphéri.iue  h  une  base  :  volume  . 

«  « 


•  •     •     .      2nah 
-    •     ■      -/■.i'KaVi 

•  •    •    .      2Tcrh 

Anr' 

'*,';(-     ou  </()Trd' 


=  zone  X  ' 


;;j  ,     -,.  ;j7r/Vi 


^'/ot't'-f-'/aB/i 

A  doux  bases  :  volume =t/aith<-hh~'^^' ^ 

Solide  circonscrit  &  une  sphère  :  volume.  " 

=  surface  X  '  :j  r 


FORMULES  DL'  VIIIo  IJVHE 

Aire  de  l'olllpsc 

Equation  do  l'ellipse  .... 

"  lie  l'hyperbole 

"■  do  la  parabole 

Segment  parabolii(iio  :  vohi 


me  . 


•      •      .      TToft 


•    ■     y''  =  ipx 

=  -  3MNXAP 


FORMULES   DE  L'APPENDICE 

Segment  de  paraboloïde  à  une  base  :  volume.  . 


«  à  doux  bases  :  volume. 

Ellipsoïde  allongé  :  volume  . 
«         aplati  :  volume.    . 


TTRVt 

2 


Wi 


Segment  à  deux  bases  de  l'hyperboloïde  >ï  une  n, 


^  wne  base  de  l'hyperboloïuo  à 


deuy 


'/3Ta-ô 

'PPo  :  volume.    'Kh'^'^'~^'^'' 

nappes  :  volume      P'^^'_  _  6"  Tth' 


lie  l'ellipsoïde  :  volume. 


Tth 


h' 


IMAGE  EVALUATION 
TEST  TARGET  (MT-3) 


â^o 


V' 


^/  ;^#^ 


» 


«z 


(/. 


Va 


1.0 


l.l 


I  î^  IIIM 

'^  i;£  il  2.0 


L25  i  1.4 


1.8 


1.6 


V] 


<^ 


/a 


/ 


'>/  > 


O 


*> 


/a 


w 


Phntnoranliip 

Sciences 
Corporation 


23  WEST  MAIN  STREET 

WEBSTER,  N.  Y.  14580 

(716)  872-4503 


4^ 


V 


iV 


'^ 


ri.^ 


1^ 


p 


i/j 


l27i  FORMULES 

Théorèmes  de  GuWIn  :  surface  de  révolution p.ittd 

".  ((       volume  de  révolution.     .    .   Surface  génùratrlce X 27t(l 

Troue  cylindrique  droit  :  volume basoXrf 

Formule  Slmpsou S  =  ^(E-l-2I-t-4P) 

(E       F'  \ 
^^~^~i~~î  ) 

(W  Tjl'  \ 

2P-I--^— -  \ 

Formule  simple  de  Simpson  pour  les  volumes.     .     .     .       V  =  — (B-f-B +4S) 

Volume  des  tonneaux,  formule  des  troncs  de  cône.     .     .     —j  (I)-  +  fr-T-D(<) 
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